سب هت کر سے 


یزاف یی 


مؤسرسة الرسرالة 


mohamed khatab 


و اتات عل للش يمر 


کو وہ لا لوت يديد 
۰ .او و رو 
اع و الما سر اد ورور e‏ مضا , 


کم در 


المواد فى تنك الأقطاء 
(۳) أن تند الطالب الثائري وتک 


کپ کس ' 


ولا يسع هذه المؤسسة إلا أن تقدم شكرها المميق فولاء الأماتذة 
ٹنجاوہم مع هذا الشروع ولاهخامیم به 


وأخيراً فان مؤسستنا » وهي تفخر ہبادرپا هذه التي تخدم أول ما تخدم 
الستوی الثقاق لأبناء أمتنا » ترجو ان تکورے بعملہا هذ! قد سدت ثفرة 
من الثفرات والل الموفق ۔ پاروت ۱۳۹۱ = ۱۹۷۱ 


یکثر ا حدیث في هذه الأيام عن الریاضیات العاصوة وتکاد تكون 
هذه الرياضيات موضع اهتام جمیع العاملين في ميادين العم والقربية في 
جيم أنحاء الما . وليس العام العربي بعزل عن الجهود العالية التي تبذل 
لدعم الاتجاه الماصر لدراسة الرياضيات » فالتعلم الجامعي في أكثر البلاد 
العربية احتضن هذا الاتجاء منذ سنوات > والتعلم الثانوي في طريقه 
- بالتعاون مع اليونسكو - إلى وضع برامج جديدة لارياضيات على مستوى 
العصر الذي نميشه وتطبيق هذه البرامج بعد تجريبها وتقوم نتائج 
التجربة . ویُذکر بهذه المناسبة ا جہد الطيب المبذول في المهورية العربية 
السورية حبث بدأ طلاب الصف الثاني الثانوي المي منذ مطلم العام 
الدراسي ۰ - ۱۹۷۱ بدراسة عبادیء ذظرية المحموعات إحدى دعامات 
الرياضيات الماصترة وذلك من مناهج جديدة للرياضيات تعمل على استخدام 
هذه النظرية على أوسع نطاق مکن . 

ودعا میم الجهود المبذولة على ااستوبین الجاممي والثانوي رأينا أن 
فصع بين يدي القارىء العربي سلسلة كتب عن الرياضيات العاصرة . 
وسنحاول تقدم هذه السلسلة بأملوب ينتفع منه المبتدثون في دراسة هذه 
الرراضيات وبطريقة يستفيد منها الطلمون علیہا والراغبون في المزيد من 
الاطلاع . ولا نشترط في قارئنا معرفة رياضية واسعة ولکن نا أن 


3 


یکون لديه قدرة على التجريد وهذا مسا نعتقده موفوراً لدى طلاب 
الحلقة الثانوية وما بمدها. 

وسنبدأ كتابنا الأول هذا بتمپید يعرف بطبیعة الرياضيات الماصرة 
وأهیتها وسنتبعه بمرض موجز لبادی» المنطق الرياضي وبتعريف ا جموعة 
والعملیات على المجموعات . ننتقل بعد ذلك الى درامة العلاقات والتوابع . 
ونخم الكتاب في البحث في قدرة احموعة . 

ومد القارىء في كل فصل عرضا نظرنا وعدداً وافراً من المسائل 
والتارین الحلولة یقبعہ عدد آخر من المسائل والتارين غير ا حاولة مع أجوبتها. 

وإنا إذ نقدم هذه الواضیم نأمل أن نکون قد أخذة بيد أبناء أمتنا 
لتزويدهم بثقافة عصرية ضرورية . والله نسأل أن يليم انمیم سیبل الرشاد 
ودوفقهم لا فيه خيرم وفلاحہم وال ولي التوفیق . 


المولفون 


الرياضيات قدعة 
.ولقد سامت پاذ 


والبونات والمرب اد 


بعد ذلك جيم فروع ااعلوم 7 
الأمر بعد ذلك إلى العلوم الاج 
يأتي البوم الذي لا یکن 
طريقتها في البحث ۔ 


ويمكن اعتبار الرياضيات قد مرت عراحل ثلاث : 


۱ - مرحلة الریاضیات التقليدية : وتند حتی منتصف القرن التأسم 
عشر » وکان الاہقام في هذه الفترة منصياً على علوم أساسية أربعة هي : 
ا حساب واهندسة والجير والتحليل . 


۲ - مرحلة الرياضيات الحديقة : وقند منذ منتصف إلقرن التأسم 


التقشدة وأضدفت مواق س حا 
سد ی 2 2 
ابر الخطي . 


۳ - مرحلة الریاضیات العاصر : : 
وقتاز هذه الرسلة ما بلي : 


ار ا 


)١(‏ لقد أصبح لأرياضيات لغة خاصة بها > فہي تستعمل انا 
من الرموز يصعب على غير الرياضيين فبمبا » ولکنہا بالوقت نفسه ذات 
أهية كبيرة وبدوتها بصعب متابعة العمل . وف تستعمل الرمور في الریاضیات 

: 2 قارا 
با تقدم عل ا میں مثلآ ولا أشفت العملیات الحسابية شک مط ما۔ 


1 


ریو فقط بل كانت تستعمل ؛ 


ة أقل » منذ 


والتعرفے على مدی الفائدۃ من 'متھال الرموز تذكر بات عملة 
القسمة لن نت في العصور الوسطى تدرس في المماد. العليا يسيب من 
ُ 5 


اص ج الآن تدرس في الراحل الابتداشة 5 


(۲) يلعب مفہوما المجموعة والعلاقة دوراً هاما في الرياضيات الماصرة. 
وتقدم نظرية المجموعات التي تتناول دسط هذين الفہومین وما يتصل بها 
من مقاهم وقضایا متنوعة + أدوات فعالة وأساليب اة لدراسة أي 


موضوع من الوضوعات الرياضية . 


(۳) تدمج الرياضيات العاصرة بین عسدة مواضيع رياضية مختلفة > 
كانت في الماضي وحدات مستقلة » لتجعل منہا كلا متاسکا . فالمفاهم 
الجديدة أكثر شعولاً من القدیة . والدراسة الجديدة هي دراسة ل بنی رياضية 
عامة قد تكون عناصرها كات جبرية شماعية > قد تكون نقطاً أو 
مستقيات أو تحويلات . والعمليات التي تؤثر على هذه العناصر قد تکون 
عملبات لساب العروفة وقد تكون عمليات جديدة . والنتائج اثتي صل 


۷ 


عليبا من دراسة هذه البنی تکون صحبحة مہا كانت العناصر ومهما 
كأنت العمليات ۔ 

فالرياضيات الماصرة تعمل على التقريب بين المواضيع الأربعة الرئيسية 
للرياضيات التقليدية ( الحساب وا مندسة والبر والتحليل ) والتى ما زالت 
تدرس في مراحل الدراسة ال ختلفة على أنها مواضيع مستقلة . 


)٤(‏ تتحه الریاضیات العاصرة تحو التجريد مبتعدة عن ا حسوسات. 
وهي بخاصتي التعمم والتجريد تتمکن من تلببة حاجة الكثير من الفروع 
الرياضية والفيزيائية وغيرها .. 

وقد يتبادر إلى الذهن أن اتحساه الرياضيات نحو التجريد جملا 
بعيدة عن التطبيقات العملية ویمزها عن التأثير في تطور العلوم الأخری. 
ولكن الأمر يبدو أنه في غير ذلك ؛ فالتجريد وسع مدى شمول استخدام 
الفاهم الرياضية الجديدة » فالفراغ الشعاعي ( أحد موضوعات ابر ا جرد) 
يفيد في المكانيك والفيزياء والتحلیسل ... والقليل من القوانين المجردة 
يساعدنا على التحكم في كثير من المسائل التطبيقية . 


)٥(‏ وتعتمد الرياضيات المماصرة على الاسلوب الافتراضي قبي تبدأ 
بطرح عدد من المبادىء ( المسامات ) ثم تستخرج منہا النظريات بالطرق 
الاستنتاجيه . فالریاضیات اذن ليست علا مطلقاً بل هي علم نسي برتبط 
كايا بالبادی» التي انطلق منها . 


)٦(‏ تعتمد الرياصيات الماصرة في عرض قضاباها على قواعد المنطق 
الصوري بشکل رئسي ٤‏ حتى أن الفيلسوف راسل 1۳0890 يبين في 
كتابه « أسس الرياضيات » أن النطق والرياضيات شيء واحد . واعاد 
الرياضيات المعاصرة على المنطق أكسبها وضوح الفكرة ودقة التعبیر 
وزودها بأسلوب موجز لعرض القضايا الرياضية . 


۸ 


وبالرغم من کل ما سبق فانه لا کن اعتبار الرياضيات الماصرة 
شيا منفصلا عن الرياضيات التقليدية وهي لا تحل لہا . بل تعمل > 
كا رأينا » على وضع الرياضيات التقليدية في كيان واحد . کا انها تعمق 
فبمنا لها . فالرياضيات في تطور مستمر وشہدت عبر القرون في مسيرها 
انعطافات جلية كان لها الأثر الكبير على العلوم الأخرى . وهي بالرحلة 
المعاصرة تشہد أحد هذه النعطفات قد يبال في تقدير قيمتها بادىء الأمر 
ولکنہا لا ورے, بعد فترة من أن تاخذ مكانها الطبيعي . 
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۰ قد اسل ألى دی یق فا نہذ 


0 71 پ- , ا سے 7 کا“ 
ر کی خبریة جسی! ديز هدا نوت اس طل ناس کا 
۱ 
آمل 

لی 

أل إن تولا و آرسم ما 

ىے رخولشسا و لممادلة میں 1 


شمه الأذية 


- وفولنا « جذرا العادلة س ب ٣س‏ ہل ے. ها المددان 


۳۲ 4 قصلة صادكة . 
٤‏ - د اذا كانت أطوال أضلاع شکل رباعي متساوية فو مریم » 
قضية كاذية . 


ه- « إن القمر سارۃ تدور حول الأرض » قضية كاذبة 


Ne 


و فو 


؟- «إن المدہ ۳۱ = ۷١ء‏ قضية ترمز ها یہ (ت) 

و ١‏ ۳۱۷ سے ۷١ء‏ القضية النافية للقضية السابقة وترمز لها 
ب (ہف). 

۴ و إن المثلث اب حك متساوي الأضلاع » قشبة نرمز لها ب (ح) 
و«إت الثلث ب ح٤‏ قائم الزاوية» قضية أخرى لا يمكن 
تسمیتہا بالقضية النافية ل < لآن هناك مثلثات ليست تساوية 
الأضلاع ولا قائة الزاوية . 


-٣۳‏ ساحة القضیة الرياضية : تتمای كل قضية رياضية بفئة معبنة من 
الأشياء . فسمي عادة جموعة هذه الأشباء ساحة القضية ( ال » جموعة 
تعريف ) وترمز لكل فرد من أفراد هذه الساحة باحد اطروف (س » 
ع » ف ... ) التي قثل عادة المقادير ا جہولة . نسمي هذا الحرف متحول هذه 
القضبة فاذا قلنا «إن س مثلث قائم الزاوية » فإن هذه ا ملا لا تمثل 
قضية ما لم نستبدل بالتحول س مثلئاً معينا من جموعة الثات ( ساحة 
القضية ) كقولنا « إن الثلث التي تقاس أضلاعه بالأعداد ۳ »۵ هو 
مثلث قائم الزارية » . 

إذا درستا قضية من هذا. النوع عندما يتنقل متحوف! من ساحنها 
فإننا منتوصل الى تجزئة هذه الساحة إلى أقسام تکون القضية على بعضبا 
صحبحة دوماً وخاطئة دوما على البعض الآخر ٤+‏ ونصف هسذه القضية 

تنقل متحوها على أجزاء الساحة التي تکون قیہسا صحيحة بالحرف 
(ص) ونعطيها الحرف (خ) على أجزاء الساحة التي تكون عليها خاطثة. 
وقد اتفق أن نسمي كل حرف من هذين الحرفي « قيمة القضية » وأن 
يستبدل بهذين الحرفين في جير القضايا » العددان )١2-(‏ حيث يشل 
المدد (ء) قيمة القضية الخاطئة ویٹل العدد (۱) قيمة القضية الصحیحةء 


۽ - آسس الریاضیات - الفاهم والمبادىء : لقد درسنا أقساما من 


1۲ 


الهندسة الاقليدية في السنوات الأولى من المدارس الثانوية ورأينا أن هذا 
الما لا يتكون من موعة ميمترة من العلومات مستقل بعضہا عن بعض 
بل إا أفكار مترابطة نسقنتج کل فكرة من أخرى بحاکمة متسقة نسمیہا 
افحاکة المنطقية وتستند كل قضية على قضيه أخرى حتى نصل إلى نفر 
قليل من القضايا الأساسية التي نقبلہا بدون برهان وذسميها مبادیء المندسة 
الاقليدية ( مسلمات > مصادرات » موضوعات ) وتستند الهندسة المستوية 
الإقليدية إلى المبادىء الأساسية الثالیة : 

١‏ - یر من ذقطتين مختلفتین مستقم واحد فقط 

۲- إذا كان ىہ مستقیماً وب نقطة خارجة عنه » فإنه يمكن انثاء 
مستقم مواز لہ یہ من النقطة اف وهذا المستقم وحيد ( مسلة إقليدس ). 

وان لکل فرع من فروع العام الرياضية مبادىء أولية نقیلہا بدون 
برهان ونسقند اليها من أجل برهان بقية قضايا هذا العل . 

ولقد عملنا في البندسة على آشساء هي الأشكال الهندسية وأعطيتنا 
لكل منہا تعریفاً بربط بين هذا الشيء وثيء آخر سبق أن عرفناه إلى 
أن نصل إلى آشاء لا نعطيها أي تعريف بل نفہمہا ا یفہمہسنا غيرة 
ونسمیہا المفاهم ( Notions‏ ( مثل مفهوم النقطة والمستقم والمستوي في 
البندسة و مفموم العددالطبيميقي الحساب ومفہوم ا جموعةنی حساب ال جموعات۔ 

ه -. ا حاکة الرياضية والمنطق : لقد وصفنا ال حاکة الرياضية بأنها 
منطقیة فا هو دور النطق بالنسبة للعلم؟. 


إن للمنطق وظيفة يبودا للعلم وللعلوم الرياضية بصورة خاصة وهي 
أن يقوم بتحليل الفاهم والمبادىء التي بستند الما هذا العم ویناقش 
الطرائى التي بستعملہا التوصل إلى الحقيقة وإلتاس الشروط التي تجمل قضبة 
ما صادقة بالنسبة للبادیء المذكورة . 

ويقوم النطق على قبول قوانين ثلاثة للفکر هي : 


وز 


( إلا إذا ) وغيرها من الکفات الي تسميما ب ربط كقولنا : 


ام عدد طعي و ده 


القسمة على ٢ء‏ ۔ 


الأضلاع أي فائم الزاوية ٠»‏ . 


و اثلث ب سک 


٤ >‏ شان س 24> ٠‏ » 
فاق مع أن زوایا المین قد لا تکون قائة » . 


ف مت ماري السلقين إلا إذا کان له زاريتان متعاريتان» 


ونقول عن حل شبرية ٭قیدة نبا قضية بسي 


5 فيا ذا لم یکن من 
المکن توزيعها إلى همان تين مفدتین مرتبطتین باسدی أدوات 


الربط کا هي 


«القمر مذیر »> «العدد وا زوجي ٠٠١‏ « الشکل ب حکھ مربع ۲۰ 


« زوایا المعين غير قائمة » . 

وإذا ربطنا موعة من القضايا البسبطة بأدوات ربط حصلا على قضية 
جديدة نسميها قضية مركبة . ونسمي التركيب ااؤلف من القضایا البسطة 
هذه وأدوات الربط البنية المنطقية للقضمة المركبة . 

إن وظفة جبر القضايا هي تکوبن القضايا المركبة ودراسة تأثير 
البنية الماطقية على القضية المركية وا قيمة هذه القضية انطلاقاً من 
نم ا ختلفة للقضايا البسيطة الداخة في تر کیہہا آخذاً بمین الإعتبار 
أدوات الربط التي محوها القر کسب الذ كور . 


ومن العلوم أن بعض آدرات الربط تستخدم في اللفة لأكثر من مم 
وهو أمر غير مستساغ في الرياضيات . وقد تم الاتفاق في النطق الرياضي 
على اعطاء كل أداة ااربط ممتی" عدداً لا لیس فيه ولا حوض . ونبین 
كيف نستخدم أدوات الربط في النطق الرياضي بدراسة الصور المهمسة 
لتر کیب القضایا . 


ولا كانت دراستنا للقضایا المركبة ستبدأً بتركيب قضبتین فمن اليد 


)٢( 1 


أن نذکر أن ا الات ال ختلفة لقم القضتین ب 4 < معا أريم كاهو 
دو 2 6 
مبین في الجدول الق : 


۷- القضايا المركبة الأساسية : 


5- الاقتضاء : نستعمل في اللغة الدارجة تراکیب شرطية تتکون 
من جل أولى تسمى الشرط وجل ثانية تدعى جواب الشرط وتربط بينها 
أداة ربط تدعى أداة الشرط مثل قولنا « إذا كارن الثلث متساوي 
الساقین فان منصف زاوية الرأس فيه ينصف القاعدة > . 

نلاحظ أن هناك رابطة بين ا مل الأولى وا مل الثانية فالملة الأولى 
سيب للثانية وتحقق الأولى شرط لتحقق الثانية كا أن تحقق الثانية 
لازم عن تحقق الأولى . 

نقول « إن تحقق الأولى يؤدي إلى تحقق الثانبة ».أو « إن تحقق 
الأولي بقتضي تحقق الثانية » ونسمي الملاقفة التي تربط القضية الأولى 
بالقضية الثانية علاقة اقتضاء واذا رمزنا لقضية الأولى ب ب وللقضية 
الثانیة ب ح فاننا نصور القضية الشرطية المركبة بالشككل : 


س سے = 


ونقرأ ذلك : ت يؤدي إلى < أو اب يقتفي < 
إن معنی الإقتضاء فی النطق الرداضی ختلف قلبلا عن ممناه الدار۔ 
3 سی ام ق ی اارياهي 2 مد عن 3 


3 


الذي آوردناه أعلاه إذ أن الاقتضاء الریافی ب سے > هو بالتعريف 
القضية المركبة من ب و < والتي تتحقق دوما إلا في الحالة التي تکون 
فيها ب صحيحة وح خاطئة . 


هشال : إن قولنا « إذا کان اليوم صحواً فسنذهب إلى الحديقة » قضية 
شرطبة قثل, اقتضاء وهي غير كاذبة إلا في الالة التي بکون 
فيها ا جو صحواً ولا نذمب إلى الحديقة ويكون هذا الاقتضاء 
صادة؟ في اطالات _الثلاث_الثالية : 
ا اذا کان الیوم صحواً » و وذھبنا الى الحديقة» 
٣ھ‏ إذا لم يكن الیرم صحواً» و «ذمینا إل الحديقة » 
۳ « إذا لم يكن الیوم صحواً » و « لم نذهب الى الحديقة ». 
ویکن تلخیص تعریف الاقتضاء في جدول يبين ال الات التي تکون 
فيم هذه القضية المركبة صحبحة أو خاطئة . ويسمى هذا الجدول جدول 


الحقيقة لقضية الافتضاء . 


ملاحظة : 


نقول عن القفية مه إنها غير منسجمة مع < فيا إذا كارف 


( م بج ہد ). 


1Y 


+ - التکافو : تقول » تمريفاً » إن القضیتین ب > سح متكافثتان في 
إذا اقتضت كل واحدة منیا الآخری أي اذا كان : 
7 ها ) 
ونرمز لذلك بالشکل : 
| س = ۳ 
ونذكر ذلك بقولنا : « إن الشرط اللازم رالكافي اتحقق < هو 
تحقق ب » . أي أنه يكفي لتحقق < أن تتسقق ب 6 أنه یلام 
لتحقق سح أن تتحقق ب فلا تتحقق ح إلا إذا تحققت ب وإذا تحققت 


ب فسوف تتحقق < . 


ويمكن تعريف تكافق قضینین يحدول الحقيقة النالی : 


الذي یبن أن القضة اب جه < صحیحة إذا كانت ب » < صحبحتين 


مما أو خاطثتین معا . 


مثال )١(‏ : ( الثلث ب حك متساوي الأضلاع ) جه (المثلث ب و 
متساوي الزو ابا ) . 


مثال (۲) : (ب < وم مریم ) جه ( أضلاع وزوایاب < و 8 متساویة) 
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۳ - الربط ب (و) : إذا كانت ب 6 < قضتان وقلنا ب و<) 
فاننا نعني بذلك قضية تتحقق إذا تحققت ب وتحققت < مما وتکون 
هذه القضية خاطئة في الحالات الأخرى أي في الحالات الثلاث التالية : 

< إذا تحققت ب وانتفت‎ - ١ 

۲ - إذا انتفت ب وتحققت < 

عب إذا انتفى كل من ناو اح 

وبرمز عادة للقضية ( بت و < ) الشكل_ ناما < . 
مثال )١(‏ : اذا كانت ب هي القضية : ( المثلث ب < ك متساوي الساقین) 

و < القضة : (المللث ب حك قائم الزاوية ) 
فان ب ۸ < هي القضية : ( المثلث ب ح٤‏ قائم زمتساوي 
السافین ) . 
مثال (۲) : اذا کانت ب القضیة وه تقسم ۲۵ ۰ ونکتبہا رمزاً بالشكل 
زواہیں 


و < القضية :(۳۰(۰) 
فان اب ۸ < هي القضية : (6| ۲۵ و ۳۰) 


وھکل تلخيص تمریف القضة ب م < في جدول الحقيقة الآ تي : 


1 


خاصة )١(‏ : 
يبرهن في التمرين الحلول رقم (4) البین في نهاية هذا البحث أن : 
ٺ ۸ = چه = رات 
ونقول إن الربط ب (و ) تبديلي . 


مثا : إن قولنا : [(هاه؟) و ( ۳۰۱۵ ] 
يكافىء قولنا : [ (۳۰۱۵) و ( ۲۵۱۵) ] 


۳۰۱۰ 


خاصة (۲), : 
يتم بالندريج ربط ثلاث قضاباب » < ۶٤‏ به (و) بأحد الشکلین التالبين : 
s۸(= ۸_w)‏ 6ات مر( رو 
والشکل الأول يمني أننا نربط القضية (ب ۸ ح) بالقضية ك 6 
والشکل الثاني يمني أثنا نربط القضبة اب بالقضية (ح م 4) . 
ويبرهن في التمرين الحلول رقم ۱۲ المبين في اية هذا البحث أن" : 
(ن رھ) م5 جے نام (حم,ہ ک) 
ونقول إن ( الربط ب و ) تجميعي : 
مثال : إن قولنا: [ ( +۲۵۱۵ » و ه|مم» ) و( هاه۱ ) ] یکافی» 
قولنا : [(۲۵]۰) و («ه|۳۰»ودهاهه») ]. 
خاسة (۳) : 
یتمتم الربط ب (و) بالخاصة : 
وهذا واضح لأن القضية ب م ب تتحقق فيا إذا تحفقت ب وتحققت بت 


۲۰ 


ء - الربط ب (أو) : استخدمنا في الفقرة ‏ + ) أو التخيير 
التي تعني إما الأول وإلا فالشانی » كقولنا « ان المثلث ت < ى قائم 
الزاوية أو متساوي الأضلاع » . ولحرف العطف [ أو ) ۱۱ معنى خر 
بتضح في قولنا ( جالس العاداء أو الزهاد ) حبث يمكنك أن تجالس من 
كان عالاً فقط أو من كان زاهداً فقط أو من كان عالاً وزاهداً معا . 
وتسمى ( أو ) في مثل هذه الحالة ( أو الإباحة ) . 

وهذا العنی هو المتفق عليه في الرياضيات عند ربط القضایا بالحرف 
( أو ) » فاذا كانت لدينا القضتان ب ٤‏ < وقانا ( دأو ح) فإننا 
نکون أمام قضية تتحقق |ذا تحققت واحدة على الأقل من القضيتين 
س٤‏ < . وتکون هذه القضیة خاطلة في الحالة الوحيدة التي لا تتحقق 
فیہا ب ولا تتحقق فيها < . وتکون محققة في الحالات الثلاث التالیة: 

< اذا تحققت ب وانتفت‎ - ١ 

٢س‏ اذا انتقت ب وتحققت < 

۳- اذا تحقق كل من ت و < 

وبرمز عادة للقضية (ب أو < ) بالرمز (ب /اح). 


مثال : (.إن س عدد طبيمي يقبل القسمة علي ۲ أو ۳ ) قضية محققة 
من أجل الأعداد التي تقبل القسمة على ۲ ولا تقبل القسمة على م » 
ومن أجل الأعداد التى تقبل القسمة على ۴ ولا تقبل القسمه على 
٢‏ ومن أجل الأعداد التي تقبل القسمة على ۲و ۳ أي الأعداد 
التي تقبل القسمة على ٦‏ . وتنتفي هذه القضية من أجل كل الأعداد 
التي لا تقبل القسمة على ۲ ولا تقبل القسمة على ۳ . 


ويمكن تلخیص تعريف القضية ب ۷ < في جدول الحقيقة التالي د 


(۱) راجع كتاب جامع الدروس المربیة قشیخ مصطفى الفلابني الجزه الثالك . 


لها 


خاسة )١(‏ : 
يبدهن في التمرين المحاول رقم (۱۰) المبين في نهاية هذا البحث أن : 


نا ۷ = چه = نلا با 
ونقول ( إن الربط ب أو ) تبدیلی . 
مثال : إن قولنا: [ (عمر يدرس الأدب ) أو ( مر يدرس القانون) ] 
بکافیء قولنا : [ ( عر يدرس القانون ) أو ( مر يدرس الأدب ) ] 
خاصة (۲) : 
ويبدهن في التمرین رقم )١١(‏ ان في نهابة هذا البحث أن : 
(ب ۷ = )۷ک جه بان (< 7 دى) 
ونقول ( إن الربط ب أو ) تجميعي . 
مثال : إن قولنا : [ ( عر يدرس الأدب أو مر يدرس القانون ) أو 
( مر يعمل مدر ) ] 
يكافىء قولنا :[ ( عمر يدرس الأدب ) أو ( عمر يدرس القانون أو 
عر يعمل مدرم ) ]. 


ہف 


. خاصة (۳) : 
يتمتع الربط ب ( أو) بالخاصة : 
ےس ۷ بے جيه ف 
وهذا واضح لأن القضة ب باب تكون محققة في کل من ال الات 
الثلاث التالیة : 
۱ - إذا تحققت ب وانتفت ت وهذا مستحبل 
۲ - إذا انتفت ب وتحققت اب وهذا مستحيل أيضا 


۳ - إذا تحققت ب وتحققت تب 


ویکن توضيح ما سبق يجحدول الحقيقة التالي : 


وبقارنة العمودين الأخيرين :تأكد من صحة هذه الخاصة . 


۸ - خواس هامة للربط ب (و) والربط ب (أو) : 
إذا كانت ب + < »و ثلاث عضاا كان لدينا : 


أولا : 
نام (حے پ۷ ا+) جه رت م >) ۷ (نام5) 
ويقال إن ( الربط بو ) قابل لاتوزيع على الربط ب أو . 


مثال : إن القضية [ «ه|۱۰» و ۰-3230 ]هه 
القضية پر دهماسصء) أو 


(«هاءو» و داهج ) ] 


۳۳ 


ٹانیا : 
نايا (حروف) جےز(ب ۷ ) مر رت اف 


ویقال ( إن الربط ب أو ) قابل التوزیع على ( الربط ب و )۰ 
مثال : القضیة 1 واه آ3 ) تھا و (erolos‏ [ جه 
لقضية [ ( :و۱۰۱ أو دعا۳) و( ده |ءإ 

أو دماه۳»)] - 
به- الرموز التقديرية : لقد رأينا أنه قد یکون اللقضبة ب متحول 
وأن هذه القضية قد تتحقق من أجل كل قيمة لهذا التحول أو من أجل 
بعض قي هذا التحول ( قيمة واحدة على الأقل ) أو أا لا تتحقق من 
أجل أي قيمة لهذا المتحول ۰ وقد اتفق من أجل الإختصار في الكلام 
أن ٹل كل من ا حالتین الأولى والثانية برمز خاص » فيرمز للحالة الأولى 
بالشكل : 
Y۷‏ ( س ) بت (س ) 
ونقرأ ذلك بقولنا « مہا كانت قيمة س فان القضية ب عققة » 
أما اخالة الثانية فيرمز ها بالشکل : 
3 (س ) ب (س ) 
ونقرأ ذلك بقولنا : « تتحقق القضية ب من أجل قيمة واحدة على 
الاقل داس » . 
نسمي ب بالرمز الكلي کا نسمي 3 رمز الوجود ٠‏ 
مثال -١‏ اذا رمزا ب س لثلث متساوي الأضلاع وذكرة القضية ب 
التالیة : 
« إذا كان س مثلثاً متساوي الأضلاع فا س مثلث متساوي 


ى 


الزوايا » فان هذه القضیة صحيحة من أجل کل س ونرمز لذلك پلشکل : 
لساب (سا) 
مثال ۲- إذا رمزنا ب س اثلث كيفي من جموعة الثلثات وذکرنا 
القضية التالبة : 
« إن س مثلث قائم » 
فان هذه القضية عققة من أجل بعض الثلثات أي من أجل بعض 
قم س فنرمز لذلك بالشکل : 
3 (س ) ب (س ) 
إن کل من الشكلين ب (س) ب (س) > 3 (س) ب (س) 
يمثل قضية ولیست |حداها افية للأخرى بل إن القضية الأولى حالة 
خاصة من الثانية ٠‏ 
يكن نفي کل من هاتين القضتین فننفي قولنا د مہا كانت اس فان 
ب عققة » بقولنا د بوجد على الأقل قيمة واحدة ل س تکون من 
أجلا ب غير عققةء . 
وننفي القضية « يوجد على الأقل قيمة واحدة ل س تکون فيا 
القضية عققة ‏ يقولنا « من أجل كل قيمة ل س تکون القضية اب 
غير حققة »اه 
تكتب ما تقدم بشکل رمزي : 
“ا (س )بت (س ) جه 3(س )نات (س) 
ہہ 3( س )بت (س) جه ۷( س )ہب (س) 


fo 


انا 
القضایا 


: أوضح أي التراكيب الاتية مثل قضية‎ - ١ 


و- إن الشكل ب دده معن . 

۲- هل الشكل ب < وم معين ؟ 

۳ - إذا كان الستقم ب < ماراً من النقطة م فہو المطلوب ٠‏ 

- هلا رستا مستطي ٠‏ 

ه- إن القمر كوكب سار ء 

٠ دمشى عاصة ال مہوریة العرببة الدمنية‎ - ٩ 

کے و ها 

و أوجد اتج ما يلي ۴ (س +ه) 

۹ - للعادلة من الدرجة الثانة جذران ٠‏ 

٠‏ - أوجد على الضلسع دى من المثلث ب حك نقط-ة متساوية 
البعدين عن ضلعيه باح 6 بو ۰ 


ا حل : 
إذا تذكرن أن القضية هي الكلام الذي كن وصفه بالصدق أو 
أو بالکذب فائنا نستنتج بسپولة أن التراكيب ذات الأرقام (۳»۱» 


۳۹ 


م ۷۲۰ قثل قضايا » بینا لا قثل التراكيب ( ۱۰۰۸۰1۰۲ 
قضاا . 


۳ - بسن فیا إذا كانت القضابا الواردة أعلاه صحيحة أم خاطئة : 
الاي : 

استناداً الى المعلومات الق قبلنا صحتہا نیجة لدراستنا وخبرٹنا العامة 
ُکنٹا أن نقرر ان القضيتين (۹۰۷)؛ صحبحتان وان القضیتین ( د )٦٦‏ 
خاطثتان > أما القضیتان ( ١‏ > ) فلا يمكننا ان نقرر شیا تحقہا ما 
م یکن الشکل والمسألة المتعلفتين بها واقعتین أمام أعيننا ٠‏ 
ح- اکتب القضايا النافية للقضايا التالیة : 

٤١ بقبل العدد ۷۰ القسمة على‎ - ١ 

۲ يقبل العدد الزوجي القسمة على ٢‏ 

۳- ۱۷ قاسم مشترك للمددين ١ه‏ و ٩۲‏ 

۽ - إن المثلث الذي أطوال أضلاعه ( ++ ٠٠‏ ) مثلث قائم 

وا )+>( سے sufi‏ 

+ - منصف زاوية الرأس في الثلث التساوي الساقن ينصف القاعدة - 

۷- قطرا متوازي الأضلاع متناصفان ٠‏ 
الیل : 

القضايا النافية لاقضايا السابقة هي على الترتیب الفضایا الآ تبة : 

۱4 لا يقبل العدد ۷۰ القسمة على‎ - ١ 

۲ - لا بقبل العدد الزوجي القسمة على ۲ 

م ب لیس العدد ۱۷ قاتا مشتر کا للمددين ١۹‏ ۹۲۰ 


فقا 


۽ - لیس المثاث الذي أطوال أضلاعه ( م242 ه) قائما ٠.‏ 
و ( ت + )ا رد تا + لاب حح 
٩‏ - منصف زاوية الرأس في الثلث 'اتساوي الساقین لا ينصف القاعدة ۔ 


۷- قطرا متوازي الأضلاع غير متناصفین . 


بين أنه إذ! كانت قضية من القضايا الواردة في التمرين السابق 


ري 
صحبحة فان نفيها سیکون خاطئاً وعلى المکس إذا كانت خاطنة فان 
نفیہا سیکون صادقاً ۔ 
ع إذا كان عجال س > متحول القضابا التالة ٠هو‏ جموعة الأعداد 
الصحبحة ٤‏ عين الغصايا الصادقة والتضايا الكاذيسة من جموعة 


القضايا التالة : 


ه- وس )"= س - ۲۷ س عدو 
5 کے اک ےج 
دس س ٣‏ و ¢ عن ی ۲ 


ال : 

نلاحظ بسہولة أن القضيتين (ه ٩١‏ ) صحیحتان دوما وان القضتین 
(rr)‏ مان دوما ¢ ما القضية )١(‏ فبي صحبحة من أحل 
س = ج وخاطئة من أحل بقیة الأعداد الصحيحة و كذلك فان القضية (4) 


ن ( ۲ ۳ ) وخاطئة من 


×۳ 


صحیحة من أجل القیمتم أجل بقية القم المأخوذة 


من جموعة الأعداد الصحيحة . 


۸) 


ق - يرهن أن إن ہح) جم (ح سے بت 


ا حل : 

يتحقق الفرض دوماً إلا في ا مال التي تتحقق فما ب وتنتفي (ہح) 
أي في الالة زب وح ) أما المطلوب ( < سے ساب ) فو عحقق دومآ 
إلا في الحالة التي تتحقق فیہا < وتنتفي ( نہ ب ) أي في الحالة زب و ح) 
وهذا ما يبرهن تکافؤ قضي الفرض والطلب أي : 


ات حت ہس ) جه ([ = حا نموت ) 


ویکنتا أن نحل هذه السألة بطريقة جدول ا لحقیقة : 


غلىء الممودین الأول والثاني کا فعلنا في دراسة قیم قضیتین مع بعضهاء 
أما العمود الثالث التعلق بنفي القضية ب فبي خالفة للقيم الموجودة 
في العمود الأول والقیم التي يحويا العمود الرابع خالفة للقم التي حویا 
العمود الثاني . أما قي العمود الخامس الذي بثل قم الافتضاء فہي دوعا 
)١(‏ إلا في الحالة ب وہ ( م ح ) وكذلك الأمر من أجل قم السمود 
الأخير ہي دوم )١(‏ إلا في الحالة < وله (له ب) وسيب تطايق 
قم القضيتين إن سے ہ < ) و( < نه ب ب ) تقرر أن هاتين القضيتين 
متکافثتان ۔ 


۳۹ 


جير القضابا 


٩‏ - اكتب القضايا الر کية الثالية بأشكال رمزية مستعرنا پأدوات الربط۔ 
وبال روف م 4 < )...الى رمز بها لقضايا لسيطة 5 اعط قيمة 
لکل من هذه القضايا : 


١‏ - القمر سيارة وهو مصنوع من الحديد. 

. القمر سيارة وهو أصغر من الارض‎ ٢ 

. القمر سيارة أو تابع للأرض‎ ٣ 

1- القمر تابع للارض وهو أصغر منہا ۔ 

و- العدد 5م يقبل القسمة على العدد ۲ وعلى المدد م 


٩‏ - المدد و۲۵ ۳ مام 


۷- ۷ے ہس و = 


۸ ۳۱ حرو أو ۳۱ = ۸وا 


۲ 


ہا ناسحا ےس (ت جح ) زب ج) 


و (ب+ح)؟ = ب" + ں ےپ ے؟ 
الحل : 
اذا رمڑٹا ب ب للقضية الاولى وب < للقضية الثانية الواردتين في کل 


راحدة من القضايا المر كبة السابقة فانه يمكننا أن نكتب هذه الراکیب۔ 
بالاشكال الرمزية التالية : 


۳۰ 


ند رہ 


= V۷ معدن‎ =m Ru ~—Y¥ 


1 
۳۹ 
ہھ و مھ ےھ 
۲ 
> 
3 
0 
3 


284 تب ۷ = ١٠ل‏ ناما سے 


ويمكننا (ستناد؟ إلى ما یقبلہ الملم في هذا العصر » أن نقرز ان القضابا 
(۰۱ ۸۷۰۲ ) خاطنة وأن القضارا (ع 2 ۱۵۲ ۱۰ ) صحیحة, 


۷- اكتب القضايا التافية للقضايا المركبة الواردة في التمرین السابق : 


ا "دای 


وب إن المدد 5 لا يقب القسمة على ۲ أو لا يقبل الفسمة على ۲ 
٦‏ لا يقسم المدد ه العدد ۲۵ ولا المدد ۴۱ 

۷- ۱٩ص‏ ۳ لو باه عدم 

م باع عد ۷زا و ۷ درا 


(r) ۳ 


2 - 2 32 
ای و ںا ی ی ی ان 2 


۰ گت چا کے ( ت 4١‏ ) ات «) 
او (ت + )چ ت + ان ح + وا 
بم - اکتب القضية الثاقیة لاب ۸ < ورهن صحة دستور 
« دو مورغان » الاول : 


مت ۸ ح) جه زیت ) ۷ (م<) 


ال : 


تتحقق ب م < في الحالة الرحيدة التي یتعقق فیہا کل من القضیتین 
ب > < وتنفي في الحالات الثلاث الباقیة وهي : 

۱ - إذا حققت ب وانتفت < 

؟- إذا انتفت ب وت حققت < 

۳- إذا انتقو کل من توح 


وعکننا أن نتاکد بسپولة أن هذه ال حالات هي ا الات الوحيدة التي 
تتحقق فما القضیة : 


رہب) ۷ زج 


يمكننا أن نيرهن دستور ( دو مورغان ) الاول الذي بٹل هذا التمرين 
درل الحقيقة التالي : 


۳۲ 


إن التطابق الظاهر في هذا الجدول بين قم القضية نمزب م <) 
لوحودة قي العمود السادس وقيم القضية ( مب ) ۷ (س 2< ) الموجودة 
ني العمود السابع یو کد لنا التطابق بين هاتين القضیتین وبسمح لنا بان 
نکتب : 

له (ناماج) جه ریت ) ۷ (سمح) 
ملاحظة : 
ببرهن بالطريقة السابقة نفسہا دستور « دو مورغان » الثاني : 
~ ات (>Y‏ جه (r)‏ م (2r)‏ 
ثم يستنتج ما يلي : 
قاعدة : لنفي قضية مر كبة من قضيتين بواسطة أداة الربط (و) ننفي كلا 
من القضيتين ونستبدل بالأداة (و) الآداة (أو) والمکس بالمکس . 
٩‏ - من أجل أي قضيتين ب 2 < أثبت أن" : 
س ۸٣‏ = جب ج ۸ سب 
البرهان : بطريقة ماثلة لما رأينا في التمرین السابق وبالاعتاد على تعريف 
( الربط ب و ) نشكل جدول الحقيقة التالی : 


وبلاحظة الممودين الأخيرين خد أن القفيتين نام = و ج۸ت 
صحبحتات مما أو خاطثتان معا فا متحافثتان . 


۳۳ 


۰ من أجل أي قضیتن ت٤‏ < آثبت أن : 
ب ۷ ج عي ج با سب 
البرھان : نشکل سدول الحقيقة التالی : 
پ سے سس 
بإ | ب بن عع حاب | 


1١ 5 ۱۱۱ 
1 ۱ ۰ 
۱ ٩1 ۱ ۰ 
اا ا‎ 


وقد سجلنا في الممودن الأول والئاني الحالات الهتلفة لقم القضیتین 
ب » < معا, وسجلنا في السودين الأخيرين قم القضيتين ب پ <٤‏ يات 
المقابلة لكل حالة من حالات العمودين الأول والثاني وذلك اعتاداً على 
7 الم دن 


5 5 3500 
خرن نلاحظ أده 


ا نادو( عن قاع o‏ رباب ]و ھا بای 


ا بت وه( بای 


وبا ان القضية ( < ب ك ) تتحقق في الحالات : (<) و (ئ) 6 
(~<) و (ئ) 6 (<) و( ~ك) وتنتفي في السالة الوحيدة 
(~ <) و( ) فان القضية المركبة اب ۷ (ح بن ى) تتحقق في 


۳4 


الحالات التالیة وني هذء الحالات فقط : 


ل ھی اش ھن لاضع © ۲ - زت)و(ج) و رای 


یت لس یل ہجوت ساسك 
ه- (ہب) و(ہح) و(ی) 6م ٦‏ ٦۔(ہب)‏ و (حاو (ہو) 


وی 3 اس جح ) و رک ) 


نستنتج بالطريقة ذاتها أن القضية (ت بن < ) ب ء تتسقق في اطالات 
التاليق وف هذه اطالات فقط : 


۱ (ت) واح)ولك) € ۲ رت او (حا و() 
۴سا (ت) و( > ج او (فا ¢ و (مت) و (ج) و (ه) 
2 


ه- (ت ) و(حار(ہئ) 5( ب) و(ح)و(-ة) 


لاس رات )و( نم < ) و( ک) 
يتضح الطارب من تطابق الحالات السبم الأول معالحالات السبم الأخيرة 
كن حل هذا التمرین بواسطة جدول الحقيقة التالي : 


ب ب < اڑب ۷ ح) ۷واح پ کات ب (< ای 


1 


وبلاحظة العمودين الأخيرين من هذا الجدول نستنتج الطلوب . 


re 


۴ سس مر أجل أي اثلاث قضايا ب ٤‏ جک آثیت آن : 
نام( = م5) جه رت ۸ S۸)‏ 
البرهان : بطریقة ماثلة ما رأيناه في الغارین السابقة وبالاعتاد على تعريف 
( الربط بو ) نشكل جدول الحقيقة التالي : 


اب | جاع اب ۸ حا(ب م ح) م دارج 5۸ )لب ہ(حہف) 


وبلاحظة العمودین الخامس والسابع نجد أن القضیتین اب م (< م و) 6 
(ب ۸ ) رو صحبحتان معا أو خاظئتان مما فا متکافثتان . 
۳ - إذا كانت ے٤‏ ح٤‏ ثلاث قضایا بسبطة اكتب نفي كل من 

القضایا التالیة : 
ا اب ہر مج 0م Crary‏ انہاں سے 


ساب هه بے 4 مہ( اج رح 
ال : 


اسقنادا إلى القاعدة البينة في التمرن (۸) السابق يمكننا أن نكتب 
بالتدرج : 


1= سرت تج ) e‏ نات ای یہ اج ) Vu nse‏ > 


۳۹ 


r~ ۲‏ ات ۷ بس جين یہ ( (r‏ م بم ( یہس ) جه نا سے 
۳- با ان الإفتضاء ينتفي في الحالة الوصدة التي يتحقق فیپا الفرض, 
وتنتفي النتيجة فانه يمكننا أن نکتب : 


نم ( توت ےه ٭) جه ہ م۸ ہس 


؛ - بطريقة التمرين السابق یکننا أن نکتب : 
ہ(ں ے ہد ) جه ب ر = 
و ہہ[ vw)‏ <>( ۸>[ = مت ,ا )امسج 
= ( یات (rR‏ پا ماج 
رنجد بذلك تعمیماً لدستوري « دو مورغان » 
مرت با >(۸1 =>[ چھ r)‏ يم يخ ) ny‏ 
قاعدة : لنفي قضية مركبة من عدد من القضايا بالأداتين (۸) و (۷) 
تنفي كل قضیة داخ في هذا التركبب وتستبدل الأداة (۸) الآداة (۷) 
وبالأاداۂ زب ) الأداة زم) . 


ويمكن اجراء الدرامة السابقة في جدول القيقة التالي : 


إن التطابق بين قم القضية نہ[ رب ۷ <) ۸ < ] رقم القضية 
[ ( × ت) م رس ح) ]۷ ( سمح ) الواقعتين في الممودين الخامس 
والتاسع يؤكد التطابق بين هاتين القضتن . 


۳۷ 


ک اد وف 


٦س‏ + ص × 
تارا 


7 جے ری 


ج ١‏ - عبن فیا يلي التعابير التي قشل فضایا . اذکر الصحيح منہا وا حاطیء: 


- 


١٠ے إن هذا الثلث متساوي السافين ¬ س + نس‎ - ١ 
, 2 سيب الثاج أبيض‎ ٩ ۲ ۷ و‎ r += ۳ 
للا تکذب‎ ٩ مس با بني قم وحضشر درسك‎ 


چ زوایا الربع حادة , >I‏ ۱ 
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۳ ۳ 
ها ب عدد عادي , سنن م ا 
.8 3 


۱ س القاهرة عاصة لبنان .سس ۲ - بغداد تقم على نهر دجلة ا 


۵ - انظر في كل قضية من قضایا العمود الثاني وبين فيا اذا كانت افية 


لاقضبة المقابلة لها من العمود الأول : 
۱ كل الطلاب محجدون 6 كل الطلاب غير جدين ٩0‏ مه 
؟ ۔-- کل زاوية في الثلث تساوي ۲۹۰ 6 كل زاوية في المثلث لا تساوي .+5 36 
۴- کل السيارات تدورولالشمس 6 کل السيارات لائدور حول الشمس 
+ - الثلث اب < و قاثم الزاوية 6 ليس امثلث ب < ك بقائم انزاویقط 
٥‏ - الزاریتان ب ٠‏ < متساريتان 6 الزاویتان ب ) < غير متساو یت“ 
٩‏ - يقمل س القسمة على (۲)او(۳) 6 لایقبل من القسمتعلی(۲)ولاعلی(ج) سا 
و کین وو 6 ب لایقم < ولايقم و × 


۳۸ 


: اکتب ااقضایا النافیة للقضایا التالة‎ -٦ 
عدد أولي * ۲ مریم تا دموا‎ ۷ -١ 
الستقمان ل »ل متوازيان ) - قطرا الربع متساویان و متناصفان‎ - ٣ 
ه - الارتفاع في الثلث المتساوي الساقین بذصف زاوية الرأس وینصف‎ 
. القاعدة‎ 


۱ - إن الثلث ت < و قائم الزاویة أو متساوي الساق . 


۷- (ب رج) أو (ئ) ۸- (ب او <) و (د) 

- ( ب که ) و(و) ۰ سس (ب جح <) او (ی) 

- عیّن قبعة کل من القضايا الثالة : © (ے جج) و مک 
۴ - عبن قبمة کل من التضاا التالة: 

- 

پ جن EER‏ ی 
خم ساس ے ۰ سے س ہے ۲ هر ہیی 
سای اس لاح ساس ل رد و : 


کا ۷س 1گ TE‏ رس تس ريا 
ادامل ده ہے ٣س‏ ہہ سو نگ 
١8‏ - برهن أن القضای الآتية صحيحة دوما : 


ارت ہی رت )اج ] / 


سارت هه =( (sr)‏ سے (r)‏ 

اب سے (<» )] = رب ور <) = و] 
هد ت ۸ ( r‏ ن 2 ) نس ب لاج 

وست جم لم زلدت) 

ہے نہ wr)‏ جح ) جه نا راج 

١ث‏ نہ (rN vr)‏ جه اپ ہس 
)>( و] = su]‏ رح )] 
2ى سر 


لت سے (ح۸و) ] [e‏ رت > ح)۸(حےتو)] 


1 ص هو” | ھ 530 
5 ۱ - (ه»و) لیستا فضیتن » ( ١١١١۹٠۸44‏ ) فضایا صحیحة » 
( ۱۰۷۳ ۱ ) قضایا خاطئة » )١(‏ قضية لا تمرف صحتہا من 
خطاها إلا اذا عرفنا المثلث > (۲) قضية صادقة من أجل 
س سے س و وس - ۲ وكاذية فیا عدا ذلك . 


0 ۷۷۲۳۲۲۰۸۱ ( ۱۶۵/۱ ) نم . 


٦۷‏ - ۷-۱ ليس بمدد اولي 
۲ ۱۱ لیس مریماً اما 
٣‏ سل » ل غير متوازيين 
٤‏ - قطرا المربع غير متساويين أو غير متناصفين 
ه - الإرتفاع في الثلث ا تساوي الساقين لا ينصف القاعدة أو لا 


بنصف زاوية الرأس . 


> - المثلث ب حى غير قائم الزاوية ولا متساوي الساقين . 
ب ( ہب أو ۔ہوفو)ر(ہوی) 
۸( ہت وس ح) أو (ہی) 
هلب عم نہ <) آو ( نو ) 
بے( همسح)و(ہ+) 
,7:7 ¢ -۱) 
ه-(ء) ) ٦-(ہ)‏ لأنه يمكن کتابة هذه القضبة بالشکل 
(س = ۱ أو س = -۱) جه س <۱ 6 ۷-(۱) 6 ۸ (۱) 


۱-۸ - استعمل جدول الحقبقة ۵0۳ > ۷ ۰ ۱۳ ۱ : 
استفد من (۱) 


انل الکَان 


۰ - مفپوم ا جموعة : 

بعتبر هذا الفپوم من الفامم الرئيسية في الرياضيات الماصرة وهو من 
الباطة محیثٹ يمكن ادراک» سپولةً من خلال کثبر من الواقف التي 
يصادفها کل منا في حياته اليومية فمند الحديث مثلا عن : فرقة جنود» 
فوج كشفي » رتل من السيارات » حزمة من الأقلام » طاقة من الأزهار» 
مموعة الأشياء التي تحويها عفظتك قل » كتاب ٤‏ دفتر » مداة » مسطرة» 
مبراة ) » جموعة نقاط مستقم » ندرگ في كل موقف من هذه الواقف 
أننا أمام شيء مکوٴن من عدة أفراد وقد اصطلح علي على تسمية هذا 
الشيء مجموعة ( 566 , 56016 ) فنقول : 

جموعة جنود ٤‏ جموعة كشافين » مجموعة سيارات .. 

ویعد الما الألماني کانتور Cantor‏ ( ۱۸۵۵ء - ۱۹۱۸ ) أول 7 
اعتير ال جموعة مفپوماً ساسا يصن با يلي : 

١‏ - ا حموعة کائن رياضي قائم بذاته © مفهره» لختلف عن مفہوم 
الأفراد التي تکونه فاطدیت مثا عن طاقة من الزهر ( ولو كانت مؤلفة 
من زهرة واحدة ) مختلف عن حدیشناعن الزهرة الواحدة . 


؟- أفراد المجموعة منائزة ؛ أي أنه لا داعي لتكرار أي فرد عن 


r 


آفرادها فجموعة أرقام المدد ۳۸۱۳۵ هي ۸۰۱۲۴۲۰ وا یذکر 

الرقم ۳ سوى مرة واحدة رغم ظبوره عراثين في العدد الذ كور . 
ع- ال جموعة معينة تعيياً اما اث يكننا أن نقول عن أي شيم 

إنه فرد من احموعة أو غريب عنما فقولنا جموسة الشحمان في بك مالا 


ل جموعة رياضية لآن وصف فرد بالشجاعة مختلف من شخص لآخر. 
في سین أن قولنا جموعلة الدول الاعضاء في هيئة لام اشصدة هي 
جموعة رياضية معبنة قاما لاذلا تستطيع بعد الرجوع الى سجلات هذه 
اة أن نقرر ف إذا كانت دولة مسا هي فرد من هذه ا جموعة أو 
ليست فرداً منها , 

۽ - ليس للترتیب الذي تورد فيه أفراد ا جموعة أي أثر عليها » 
شحموعة ا حروف التي تدخل في كامة عرني هي ب ٤۶ ٤ر ٤‏ يې مرتبة 


کاو موی 0 2 
میا می می مه 


مثال (۳) : عناصر ع , کی کک ۷٣ت‏ نت شي الم 
ewe}‏ ک ٤ھ‏ ٤ط‏ 


وسٹرمز في غالب الأحيان للجموعات محروف كبيرة مثل : سم » 
ع »> طصح ؛ ب ... 
ولمناصر جموعة بحروف صغيرة مثل : | > ب»< ٠...١‏ س © ع6ص4. 


1۳ 


وسنستخدم ا مروف الصغيرة رموزاً للجموعات عند الضرورة وعدم 
الالتباس . 


۲ - طرق تعیین جموعة : 

-١‏ تتعين مجموعة إذا عرفت جميع. عناصرها » ويمكننا عندئذ کتابة 
ا حموعة بذكر جمیم عناصی‌ها بين حاضنتين من الشکل | | مع وضع فاصلة بين 
کل عنصرين فإذا رمزا جموعة حروف كلة (انسان) مثلا ب سم 
فاننا نكتب : 

سم = إ ۴۵٥١۲‏ ) 

؟ - تتعين المجموعة أيضا بذكر خاصة یکندا بواسطتها الحكم على أي 
شيء بأنه عنصر في هذه المجموعة أو إنه غريب عنہا٤‏ وفي هذه الالة 
ترمز لعنصر كيفي من عناصر الجموعة برمز مثل ع الذي نسميه متحولة 
( #اطوتية؟؟ ) في الحموعة ونمبر عن المجموعة بذكر الخاصة التي یتمتع 
بها المتحول ع أي الخاصة المميزة التي تتمتع بها جسم عناصر ال جموعة 
المذكورة . فالمجموعة سم السابقة الذكر تکتب بالشکل : 

سم = ( ع :ع حرف من حروف كلبة انسان ) 

ونقرأ ذلك بقولنا : « هرم هي مجموعة المناصر ع حيث ع 
حرف من حروف كلمة انسان » وقد استخدمنا.الرمز (:) عوضا عن 
كادة رحیث ) . 

والجدير بالذكر أنه بامكاننا » في هذه الطريقة » استخدام رمز آخر 
غير ع مثل س أو ص ... أو # *[ ]... ونکتب : 

مرم = | ٭ : هر حرف من حروف كلة انسان) 
مثال )١(‏ : إذا فرضنا میم مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة التي تصفر 
المدد ٤٦‏ فیمکتنا أن نكتب : 


tt 


مثال (۲): 


سم ٽڪ ۰00۱1۳۰۲۰۱۱ ) 
۱ 


أو میم سے ( ن :ن عدد صحیح موجب << 1 ] 


فاننا نکتب في هذه الحالة : 
ع | س :س يتكلم لمرية . 


۳ - ال جموعات العددية : 


إن أكثر ال جموعسات تداولا في الدراسات الرياضية هي المجموعات 
العددية » وسنذكر الآن بعضا منہا ونقدم ما تبقی منہا في الأماكن المناسبة: 


سے 


ہے 


مجموعة الأعداد الطبيعية : 
ط 11۳/۲۰۱۰ ...1 
جموعة الأعداد الطبيعية المغايرة للصفر : 
ط* ص ( ۱۳۹ 
مجموعة الأعداد الصحیحة : 
سے ا )سس ٤۲٤٤-٤ ٣۷‏ 
جموعة الأعداد الصحيحة الفابرة للصفر : 


5 


ص* ار FETC‏ 


مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة والصفر : 


صم+* ص و 1۰۰.۰1۳۲۲۱۰۰ 
مجموعة الأعداد الصحيحة السالبة والصفر : 
صم- | .. {emcee‏ 


مجموعة الأعداد العادية وهي الحموعة : 


{o 


اذا كانت رع مجموعة الأشخاص الذين بنکلمون اللغة المربیة 
فمن المكن ‏ ولو نظریا - معرفة جيم عناصر ال حموعصة 
ولكنه من الصعب تعبین یع بذكر جيم هذه العناصر ولذا 


ته 


<! س : س جاح كن وصہ؛) < و صم؟ | 
۸ - مجموعة الأعداد العادية الغابرة للصفر ونرمز لها ب ع* 
٩‏ - مج عة الأعداد المادية الموجبة والصفر ورمز فا ب ع + 
۰ س جموعة الأعداد العادية السالبة والصفر وترمز ها ب ع - 


۱ - يجموعة الأعداد الحقبقية وزھز لها ب ,ع وتنکون من جمیم 


سس ۱ 
الاعداد الماديةرغير المادية مثل : ۳۱ » سد » جج طل ۹۵" 
7۷ 
۲ - محموعة الاعداد الحقيقية الفابرة للصفر وترمز ها ب م* 
۳ - مجموعة الأعداد ا حقیقیة الموجية والصفر ورمن ها ب ,م + 


س جموعة الأعداد اطقبقیة السالية رااصفر ررمز ها ب ,7-8 


he gat نا مده‎ 


هذا ا حور ٤:نی‏ أن كل عدد سقيقي س تقابه نقطة 2 فصلہا ذلك 
تد » رل نقطة ط من ا ور يقابلبا عدد حقیقي ع هو فصل هذه 
القطة . ولذا فان هذا الحور يسمى ال حور اخقيقي أر الستقم احقيقي. 
الخاصة ند _د بها مجموعة الاعداد الحقیقبة لأن کل عنصر من عناصر 

.هية المبموعات العددية يشل بنقطے من حور موجه ولکن لیس 


1 


ضروریا أن تقابل كل نقطة من ا حور عنصرآ من تلك المجموعات . 


: مفهوم الانهام‎ - ٤ 
إذا كان ب عنسراً من المجموعة میم فاننا نقول إن ات ينتمي إلى‎ 
میم ونکتب ذلك بالشكل ب د سم ونقرأ ذلك بقولنا د ب ينتمي‎ 
إلى سم » وإذا آردنا نفي انتاء ب إلى المجموعة سم کتینا:‎ 
ب و سم‎ 
. » ونقرأ ذلك بقولنا وب لا ينتمي إلى ميم‎ 
إذا رمزا ب < للخاصة المميزة لمجموعة سم فان قولنا « ب دس‎ 
یکافیء قولنا « إن < عققة من أجل ب » وقولنا دب و سے يكافيء‎ 
: قولنا « ان < غير محققة من أجل اب » أو بشکل رمزي‎ 
نا مم جے لماج (ت)‎ ٤ اناق سم جنم < (نت)‎ 
: أمشلة‎ 
إذا كانت سم = | س : عدد طبيمي زوجي ) فان‎ -١ 
د سم و - 4 و سوہ‎ ۸ 
إذا كانت سرم عبط المستطيل لب جک وم ماكز هذا‎ -۲ 
المستطيل فان‎ 
اہ سم و مو سم‎ 
اذا علمنا أن صم جموعة الأعداد الصحبحة وأن صم+‎ -۳ 
مجموعة الأعداد الصحيحة الوجبة والصفر وأن صم- مجموعة الأعداد‎ 
: الصحيحة السالبة والصفر فانه يككون‎ 


۳ سے 
۲وص ٢٠ء‏ وصہ۔ »وص,»-ووص ۲۱/۲ وصہ 


{¥ 


۷-. لمجموعة الخالية: غ56 Ensemble Vide, Empty‏ ) 
إذا عتنا موعة ابخاصة ميزة ووجدة أنه لا بوجد أي عنصر بتمتم 
بهذه الخاصة فاننا نقول إن هذه الجموعة خالة ونعطیپا الرمز م أو 

الرمز ‏ ) . 
أمفلة : 

۱- إن جموعة الأعداد الطبيعية التي تکبر العدد ٢‏ وتصفر العدد ۳ 
هي مجموعة خالية لأنه لا ہوجد بين المددين er‏ أي عدد طبيمي أي : 
2 = اس :س و ط و وح س <۳] 

۲ - إذا قمنا باحصاء على سکان مديلة دمشق ووجدنا آنه لا يوجد 

أي فرد منہم يزيد عمرہ على ۱۳۰ سنة قلنا إن الأفراد الذين بسکنون 
شن والذين يزيد تمرم على ۱۲۰ سنة يؤلفون مجموعة خالية : 
( ) سح إ س :س من دمشق ويزيد مره على ٥٢١‏ سنة) 


عع اماه 1130 و,- د .| 


: ا جحجموعات المنتهية والمجموعات غير النتہیة‎ -٦ 

إن للمجموعة : سوم [ »ب »< »و ] عناصر أربعة في حين أن 
مجموعة الأعداد الطبيعية : 

طاح ( ۱۰ ای EAE‏ ا 

لا کن الانتهاه من عد" عناصرها . 

نسمي كل جموعة يكن الانتباء من عد عناصرها ( ولو نظرياً ) 
جموعة منتہیة ( Ensemble fini , Fipite Set‏ ) رهي المجموعة التي عدد 
عناصرها محدود ونقول في ال الة الخالفة إننا أمام مجموعة غير منتہیة 


. ( Ensemble infini , Infinite Set ( 


1۸ 


ملق : 
١‏ س بجمرعة الأعداد الطبيعية التي تصفر المدد ۲۰ مجموعة منتہة . 


. جموعة سکان الكرة الأرضية جموعة منتببة‎ ٣ 


٣س‏ مجموعة رمال نادية الشام مجموعة ھ 


¢ - جموعة الأعداد الطبيعية الزوحية غم 


ه- عموعة نقاط قطعة مستقیعة مجموعة غير منتہة . 
تسى المجموعة النتہة المككونة من عنصر واحد وحيدة المنصر 
کالمحموعات : 


[ 6۱۰۱۳ !> | ح< )»| ود ٩‏ (فار) 


ومن المهم ات نمی بين الرمزین س و | س | الأول عثل عنصراً والثانی بِٹل 


مجموعة وحيدة العنصر ویکون س ود ۱ 7 ا 
ونسمي ا حموعة النتہیة المكونة اس عنصرن اثنین زوحا (عتوط- عتتوط) 


کلازواج {oP} CG fre}‏ 6 إمكة » الحجاز) 6 | دمشق » سور | 


۷ - خططات فين ز صمعئلا ) : 
وضم حون فين ا خطط شکل (۲) عام ۱۸۸۰ وقيه استبدل جمرعة 

أشياء عناطق من مستوي ٤‏ 

A 8 اك‎ ١ 7ك‎ 

فالنحني ۸ يشل ( النساس 

الفرنسيين ) » والماحني 8 عثل 

( الئاس ال ترالات ) > والمتحني 

© يثل ( الناس الذين محملون 


مبداليات ) . وع دسو له 
أن نقرأ بواسطة هذا المخطط 0 
العلاقات بين هذه ا حموعات الشكل (۲) 


15 


من الناس > فالماطقة السوداء مثلا قثل ا نرالات الفرنسبین الذين يحملون. 
ميداليات . 
ویستفاد من طريقة فين في ایضاح كثير من قضایا نظرية احموعات» 

وعندژذ تمثل المجموعة بنطقة محاطة بخط مغلق بط کمربع أو مستطيل 

أو دائرة أو أي خط مغلق آخر لا يتقاطع مع نفسه ويسمى الشکل 

الذي مثل ااجموعة ذه الطريقة مخطط فين . 

مثال )١(‏ : المجموعة بي (»ب »< »و يلها خطط فين 
الشكل (۳) . وشل عناصر الحموعة بنقاط. داخل ال خطط 
وتلل العناصر التي لا تنتمي الى, ع کالعنصر م ينقاط 
خارج الفطط ٠.‏ 


الشکل (۳) 


مثال (۲) : الجموعة سرم = إ س :اس ذقطة من حيط دائرة مركزها م ) 
عثلپا هي والمركز مخطط فين الشکل )٤(‏ . وأي نقطة داخل 
احطط كالنقطة ( تمثل نقطة من عبط الدائرة . 


)١( الشكل‎ 


35 


مثال (۳) : ااحموعة الخالية م غثلبا عخطط فين کا في الشكل (ه) 
أو کا في الشکل )٦(‏ . وفي کلنا الحالتين لا تمثل النقاط 
الداخلية في اقطط أي عنصو . 


الشکل (ه) الشکل )٦(‏ 

ملاحظة : 

عندما غثل جموعة منتہیة بمخطط فين وفثل على هذا الخطط جميع 
عناصر الجموعة بنقاط داخلية کا في الشال )١(‏ . فان خطط فين في 
هذه الحالة هو في ال حقیقة النقاط التي ثل عناصر الجموعة والحط الذي 
بحبط بهذه النقاط يشير إلى أن هذه النقاط تمثل جموعة واحدة. أما 
بقية النقاط الداخلية في ال خطط فلا تلعب في هذه الحالة أي دور. 

وعندما نمثل جموعة غير منتببة بِخطط فين کا في الثال (۲) فنستطیع 
عند الازوم أن نمتير إحدى النقاط الداخلية مثلة لأحد عناصر المجموعة . 
وكل نقطة داخلية أخرى تصلح لتمثيل عنصر آخر من عناصر المجموعة 
وهکذا . 
۱۸ - جماعة جموعات : 

عند الحديث عن مجموعة إدارات الدولة مشا » بلاحظ أن عناصر 
هذه المجموعة هي مجموعات أيضا » فكل عنصر هو إدارة تتکون من 
مجموعة من الموظفين . 

وهناك حالات كثيرة تكون فما عناصر المجموعة مجموعات أيضا 
وتسمى مثل هذه الجموعة جوعة جموعات . ورغبة في عدم تكرار 


۱ 


مثل هذه الحموعة جماعة جموعات 


{Famille des ensembles, Family of 


مثال (۱) : مجموعة مستقيات في الفراغ هي 


جماعة محموعات 


كل عنصر فى هذه اضماعة هو مستقم وهو بدرره موعة 


مثال (۲) : جموعة دراثر في مستو هي جماعة جموعات ٠‏ حت کا 


في هذه ال حاعة هو داثرة والداثرة بدورھا ھی موعة نفاط 


مثال (۳) : الجموعة | (۲۲۱] ۳۱۲ . !4 هي جاعة 
جموعات لان کل عنصر فما هو موعة۔ 
مثال (؛) : المجموعة } coer}‏ ¢“ لدت جماعة 


موعات لان عناصرها هي أعداد وجموعات . 


مثال (ه) : إذا كانت مل د »بت 0 273070 2( 


جماعة جموعات فان ۾ تكون رعزاً احموعة۔ 
و و هن ای ا 


۹- تساوي مجموعتين : 


لتکن سم جموعة أرقام العدد ع٣٣۳۴‏ و ع موعة أرقام العدد 
۴ اي أن : 


سا ح ۳۰۱۰۰ ]| 
ھی سے ) ۳ ۷ اج 0 
يلاحظ أن لمجموعتين سم > ع العناصر نفسها أي ألا يلاس 
الجموعة ذاتها . يقال عن هاتين المجموعتين انیا متساويتان ویکتب 
پاستخدام علامة التساوي جه : سم رع ونقرأ ذلك 
رس تساوي م ) 


oY 


تھریف : تکون جموعتات س و ع متساويتين اذا كارن ھا 
العناصر نفسہا أي أن : 


ز یہ = ہے ) سے ( لللجموعتين سورع العناصر نفسيا ) 


وکن تعریف تساوي جموعتين باستخدام عفہوم الانقاء کا بلي : 


تعريف : تکون موعتان سوم و ہے متساويتين اذ! کان كل عنصرٴ 


امن سیم ينتمي إلى بے وکان كل عنصر من ب ينتمي إلى میم 
ی أن : 


رتکون جموعدان سہ وريم غير متساویتین إذا وجد في اسدی 
المجموعتين عنصر واحد على الأقل لاينتمي الى المجموعة الآخری ونکتب 
عندثذ : میم عو رع 


ونقرأ ذلك ( سم لا تساري ع ). 


مثال )١(‏ : إذا كانت مرح موعة حروف كدة ( مجم ) وريم جموعة 


وواضح أن للجموعثین العناصر نفسہا۔ 
مثال (۲) : المجموعتان : 


سم ے ١‏ 2 : 2 ذقطة من مستوي ا حورن الاحداثيين تبعد 
عن ميدأ الاحداثيات 3 يعدا قدره ۴ سم 


Ar 


رع - ۵۱ :ه نقطة من مستوي ال حورن الاحدائيين یحقق 
احداثياها العلاقة س" + ع" س۹ 1 

متساوبتان وکل ملىاهو جموعة 

نقاط حيط الدائرة التي مر كزها 

0 ونصف قطرها عاسم 

الشکل (۷) . 


1 مثال (۳) : المحموعتان : 


سم = ( ۱6۳۰۲۰۱ 
"و" 


غير متساویتین لان اودسہ و )٤۶ع‏ 


مثال )٤(‏ : ااحموعتان : 


سم = ,سا.20 ع = (css)‏ 
غير متساويتين لا ( و سم و وع 
أو لآن م ديعم و هخ سسرم 
۲۰ - نتيجة : المجموعة الخالية ه وحيدة. 
في الحقيقة » لافرض أن هناك جموعة خالیة أخرى مخ » فاذا كان 
م مداخ 
ففعنی ذلك وجود عنصر على الأقسل في م أو خ غير موجود في 
المجموعة الأخرى » وھذا خالف لافتراض کون مه و اخ خالبتین . 
وعليه فان : 
پچ 


ot 


: المجموعة الجزئية والاحتواہ‎ - ٢ 

إذا كانت میم بجموعة الکتب في مكتية عامة و ع جموعة الکتب 
الخطوطة في هذه الکتبة . فمن الواضح أن كل عنصر من یع هو عنصر 
عن میم » أي أن جميع عناصر المجموعة رع ليست سوی بعض عناصر 
المجموعة سم » تسمى المجموعة ,ع مجموعة جزئية ١‏ أر شعبة من 
من المجموعة سوم . ويقال إن المجموعة ,ع محتولة ۳ في المجموعة سم 
أو إن المجموعة میم حاوية للمجموعة ,ع ومنه : 


تعریف : نقول عن جموعة .م إنها حتواة في جموعة سم إذا 
كان كل عنصر من رع عنصراً من مىم أي أن : 


(بع عتواة في مسرم ) جه (پ س دیع سے س وسرم) 


وبناء على هذا التعريف نلاحظ أنه إذا كانت ااجموعتان مرم وع 
متساویتین أي أنه إذا كان سیم = ع . فان : 

سم تكون عتواة في ع » لآن كل عنصر من موم هو عنصر من ع 
کا أن یع تکون عتواة في سیم » لان کل عنصر من یع هو عتصر 
من سم . 

وعندما تكون بج متواة في شم نستخدم الرمز ج 

ونکتب : بع د سم 

ونقرأ: ( بع تواة في سیہ) أو (رع جموعة جزئية من سیم ) 


أو ( ع جزء من سیم ) أو (رع شمبة من سم) 


( Sous - ensemble , Sub - Set ( () 
(Inclus , Contained ) (r) 


o0 


ویکننا أن تكلب آبض) سم 


e 
0 


ونقرأ ز سم حتري ا ) 
ویک كتابة تعریف الاجموعة الجزئية باستخدام الرموز کا بلي : 


رع د هرم ) جے زاس واي سے س و سہ) 


ویکن سل کون وما من سم باستخسدام مخططات فين 


بالشکل (۸) . 


الشکل (۸) 


۲ - الاحتواء بالعنی الواسم والاحتواء بالمني الدقيق : 
رأينا انه اذا کان کل عنصر من جمرعة سم هو عذصر من موعة 
آخری ,ع فاننا نقول إن سم محتواة في رع ونكتب : 
سم و بع 
واستناداً إلى هذا التعريف نستطيع القول إن أية جموعة میم محتواة 
في نقسها : 


ون الجمرعة الفارغة محتواۃ في أي جموعة ےی : 
2 ہے سو 


ولکن إذا نظرة في الجموعتین : سم مم 
0 تپٹیٔ 7ت 
فاننا نلاحظ أن سیم عتوا: في ع ؛ وأن ع لا تساوي سم 
بإلوقت نه » أي أن : 


سم ہو جو او عه سم 


سے 


نقول في هذه الحالة والحالات الماثلة انس محتو از تماما في © أو 
إن س عمتواة في اع الحقوام حقيقيا آر انس محتواة في ال 
پالعنی الدقيق وبقال أيضا إن س مجموعة جزئية ( شعبة ) حقيقية 
من ع أو إنهر,جزء حقيقي من ام ونکتب في هذه ا مال : 

سرد ما 

مستخدمين الرمز کا ( رمز الاحتواء الممنى الدقيق ) عوضاً عن الرمز 
زج الذي نسميه ( رمز الاحتواء بالعنى الوامع ) 

ومكذا نرى أنه لا یکنا استعمال الرمز یمرج بع ما تا 


من أمرين : (۱) کل عنصر من میم هو عنصر من اع ۰ (۲) يوجد 
23 جم دسجعم 


وف ضوء ما سق نرى انه إذا كانت لدينا احموعتان : 


=e ¢ (f= rw 


واذا كانت لدينا ا مموعتان : 
EEE e‏ 
8 


فاننا نلاسظ أن صہ عد ف و ص د ی ولذلك یکوت : 


ص کا ف 


مثال (۱) : اذا كانت سم موعه مدن فلسطین وع جموعة الات 
المريية فان سم ہے يع و سم عب رع ولذا یکون : 
سم ذاعم 


مثال (۲) + إذا كانت ۲ جموعة جيم المثلثات في مستو وکانت ب جموعة 
الثلثات القائة في هذا المستوي فان ب دم وتچم 
ولذا يكون : 
بت دم 
۳ -نفي الاحتواء: إذا كانت لديناجموعتان سمو رع وكانفي ہے عنصرواحد 
على الأقل لا ينتمي إلى سیم فان .ع لاتکون عتواۃ في سہ وتکتب 
ف هذه الحالة .ع سیم وننفي الاحتواء بالشکل التالی : 


۱ رع چ سم) جه روس دع وس و سم)_ | 


مثال (۱) : إذا كانت ا د {(ocstrer}‏ 

ناح ۷۰۱۰۰۰۲۴۱ 
فان ب # م لان( دت وة م) أو لأت( ¥ دثو۷ةم) 
وكذلك | بت لان 55م و ۲ وب 


مثال (۲) : إن جموعة الأعداد الطبيمية الغايرة للصفر جزه من جموعة 
الأعداد الطبيعية أي أن : 
ط* اط 

فى حين أن ط ج ط* ‏ لان . د طار. 8و ط*. 


هه 


ومن ام تطبيقات هذه الفقرة استخدامہا في إثبات أن : 


4 المجموعة الخالية » جموعة جزئية من أية جموعة مرم : 
آي أن : 2 2 سم 
في الحقبقة » ذا | تكن م عنواة في سم فبناك إذث عنصر واحد 
على الأقل بنتمي إلى م ولاينتمي إلى سیم وذلك حسب الفقرة السابقة , 
وهذا غير مکن لآن ه هي الخالية فرضا ولا بنتمي الا أي عنصر . 


ه؟ الاحتواء وتساوي احموعات : 
رأينا في الفقرة ۲۱ أنه إذا كانت لدینا موعتان سم و رع متساویتان 


فان سم دع و عو سم 


والمكس إذا كانت لدينا بموعتان سم و ع وكانت جیم عناصر 
سرم تنتمي إلى ع أي كان سم د رع وكانت أيضا جيع عناصر 
رع تنتمي إلى سیم أي كان ,ع د سم کان للمجموعتين العناصر ذا 
والتالي فان سم دع . 

ونستنتج ما تقدم صيفة جديدة لتعريف تساوي جموعنين نستشدم 
مفبوم الاحتواء وهي : 


تعریف : تتساوى سجموعتان سم و ع إذا كانت سم عنواة 
في رع وکانت يع محتواة في سم أي أن : 


(سيم داع) جه (سہدع راع د سرم ) 


ويستخدم هذا التعريف كثيراً لإثبات تساوي المجموعات ١‏ انظر 
التمرین ۳۵ من العارین ا حلولة 5 


۹ 


ملاسوة - 


لللحةق من تساوی #موعتين باستخدام خططات 


أن المجمرعتين تل الاطتة نفسہا من اغ٭طط ۔ 


: مجموعة اجزاء جموعة‎ -٦ 
لاکن لدينا اضبوعة م د ام ت۲ حع ولتعبين جح جموعاتها‎ 
. المرئية نلاحظ ما بل‎ 


و من الوم انآ و و مرب وأن سے سم 


أي أند و و نیم ها جمرعتان جزثیتان من سم 


ممرعات الطزكة الوحيدة العنصر هي + إل > اب 9 


۳ب ا جحموعات الجزئية الني يتكرن كل عنما من عنصرين هي : 
eB ۲‏ 
{rew} {xe} {oP}‏ 
وبذلك تكون قد عتّنا جمیع آجزاه موہ . تسمى ا حموصة التي 
عناصرما أسزاء سم مجموعة أجزاء س ويرمز لها بالرمز ج (سم) 
ویکوے : 


وبشکل عا ٠‏ إذا كانت ب (سم) جاعة أجزاء ا حموعة سوم فان 
كل جزء رع من سیم یکون عنصراً في احموعة ج (سیم) . أي أن : 

رع دسم) م بع ون (صح) 

وبالسکس اذا کان رع عنصراً في ,م (سرم) فان ,ع يكون موعة 


00 


جزثیة من سم أي أن : 


( دي صہ)) ے غ واس 


وما تقدم حصل على التكافق النطتي : 


ا 


مثال (۱) 


مشال (۲) 


1( صہ)) ٭ CSE‏ 


: لنکن ط بموعة الاعداد الطبيعية : 


1~ }2(1 (ط) < لأن ۳۰۱۰۱ ط 
۰-۲ اذا كانت سے ے (س: سن عدد فردي ) 
قان میم د ,2 (ط) > لان رم ل 


۱ : 
۲ سو 0 Û‏ (ط) i‏ | 4« ج) و ط 


۱ 
حيث سدم و و , 
چا 


: لتكن سم جموعة تقاط مستور ولنعتبر في هذا المستوي 


نقطة ۲ و ىه نوعة قاط مستقم في هذا الستوي و و 
جموعة نقاط حيط دائرة في المستوي المذكور » وج جموعة 
النقاط الداخلية لثلث في هذا المستوي فیکون لدینا: 

( # ی (سح) لان آ عنصر من میم ولیسٹ جزماً منها 
له د ر6 (سرم) لان اد سم 

5 3 2 (مسرم) لان كات سم 

ج 3 3 (سہ) لان ج د سم 
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۷ - المجموعة الكلية : 

کل جموعة تهمنا عناصرها أو أجزاؤها أللساء دراسة معينة تسمی 
المجموعة الکلیة ( „Î‏ الشاملة ) (Ensemble Universel, Universal Set)‏ 
وبعبارة أخرى : إذا كانت جميع ال جموعات الواردة في دراسة معينتة 
( نظریة رياضمة » مسألة معينة ) أجزاء من جموعة واحدة مميئة عمینا 
هذه المجدوعة با مجدوعة الكلية . 


مثال (۱) : مجموعة نقاط مستو هي المجموعة الكلية لدراسذ ضاي الأندسة 
المستوية » ومن الواضح أن كل شكل من الأشكال المستوية 


في مستور هو جموعة جزئیة من هذا الستوي . 


مثال (۲) : مجموعة الأعداد الطبيمية ط هي المجموعة الكلية التي تدر س 
من خلاها مبادىء ا ساب لأطفال السنوات الاو في المدرسة 

الابتدائیة . 
وإذا رمزنا محموعة كلية بالرمز ڪ وکان س عنصراً من ڪ وکان 
سم جزءاً من ڪ فيمكن تشل ذلك عخططات فين کا في الشکل (۹)۔ 


٦٦ 


تمان ا 


مفپوم الجموعة وطرق تعيينها : 

۹ - عبن عناصر كل المجموعات الآ تبة » وهل يمكنك دام ذكر جيم 
عناصر ا حنوعة ؟ 

٦ے‏ مجموعة أرقام المدد ۳۸:۵۲ 

۲ - مجموعة أرقام العدد 41116 

۰ س مجموعة جذور العادلة سس‎ ٣ 


س مجموعة مضاعفات المدد و 


5- مجموعة الارقام هي : ار رت یں 
۲ - مجموعة الأرقام هي : {s“1“o}‏ 

۴ - مجموعة جذور العادلة هي : )١61-1(‏ 
> - محموعة الضاعفات المطلوبة هي : 

0 ۲٢ 8 ٢۴ی٤‎ f 3 


وراضح أنه لا يمكن الانتباء من ذکر عناصر هذه ال جموعة .. 
۰ ۲ - اقرا المبارتن الاتتن : 


سم = ۰11۰۳۰۲۰۱ 
صم = س :س من سکان القاهرة ) 


(0) ٣ 


الل : 
سم هي جموعة الأعداد ogres‏ 
صم هي جموعة العناصر س محيث س من مكان القاهرة 
۱ اكتب الجموعتين : 
سم = | س دس حرف في ( نر الأردن ) | 
4 = سدس 5 وس" = ۱٩‏ 
بذ کر عناصر كل متها . 
ال : 
٩‏ - نكتفي بذكر کل حرف مکرر » مرة واحدة فنجد : 
سم = | ن٤‏ ھ٤‏ ر٤۱٤‏ ل٤د)‏ 
5 - إن عناصر رع هي الجذور الحقيقية للعادلة س" = ١١‏ أي أن: 
ع < ۰4-۱ +و/ 
٣‏ - عبن “ا جموعتین : 
(0 سے = } ۷۲۱۰۰۲۸۱۰۳۲۲ ] 
ماع ح [ الأرض » زحل » المشتري » عطارد » الریخ ٤‏ 
الزهرة » بلوتو » نبتون », اورانوس ) 
باستخدام خاصة مشتركة بين عناصر المجموعة . 
الل : 
(۱) بفرض 2 رمز لأحد عناصر سم وبلاحظة أن عناصر سیم 
هي أعداد طديعية محصورۃ بين المددين ۱و ۸ تكتب : 
سم = اس :س دا ط و جس <۸] 


(۲) بفرض ع أحد عناصر .ع وبلاحظة أن عناصر .ع تشترك 


٦٦ 


بکونہا كواكب سيارة نکتب : 
= إع:ع کو کب سيار ) . 
عفهوم الازهم : 
۳ - اکتب برموز رياضية کل من ؛ مل الآثية : 
2 نقطة من المستقم به 4 
الفرات من موعة الانپار العربية ج 4 
و عدد حقیقي . 
ال : 
3 دب 6 الفرات د ج 6 7 دب 
۲ - اکتب العربية کلا من ال مل الأربم الآقية : 
۰ د طم 6 G3.‏ 
مركز دائرة نے عبطا ¢ للستقم ىه د الستوي ك 


۰ ينتمي إلى موعة الأعداد الصحمحة 
الصفر ينتمي إلى احموعة بل + 
مر كز الدائرة لا ينتمي إلى محخيطها 
لاستقم له ينتمي إلى الستوي لك 


الجموعة الخالية : 
0 - ما الفرق بين [] و )١‏ 
ا حل : 
المجموعة الأولى هي ا جموعة ال حالیة في حين ان احموعة الثانية اهي 


جموعة بنتمي الها عنصر واحد هو الصفر فبي جموعة وحيدة العنصر . 


٦٠ 


: ما الخطأ والصواب فيا بلي‎ -٦[ 


با أن المجموعة الخالية لا ينتمي لپا أي عنصر إذن : 
سم م خاطئتان و ۲ 6 ) صسحان . 


الجموعات النتهية والجموعات غير المنتهية وخططات فين : 
۷ - بسن أي ا حموعات التالیة منتهية . 


جموعة آشجار النخيل في بساتين المدينة الملورة . 


مس لاس : س سيارة خاصة في سوریا ) 


٦7‏ دم مریم في ستو 
توت اس :س و صم و س + (-س) = ۰ ] 


گا اس دس قاط ودس << 1۸ 


الل : 

۹ - هي جموعة منتهية » حبث يكنا إحصاء آشجار النخیل في 
بساتن المدينة المنورة . کت 

۲ - جموعة منتهة » لآن علية عد" السبارات ا حاصة في سوریالابد 
ما أن تنتہي . 1 1 1 

5 جموعة غبر منتہیة ٤‏ حیث لا عکننا الانتہاء عن عد الریمات 
التي یکن رسپا في مستو . 

عس جموعة غير منتہیة » لأن هذه الجموعسة هي موعة الأعداد 
الصحبحة صم نفسها . 


٦ 


- موعة منتهبة ٤‏ لان هذه ا حموعة تتکون من ثانبة عناصر هي 
voi‏ 
۸- لنکن ع مموعة فرق لاعي كرة ة القدم في العالم العربي والمطلوب : 


- هل 3 جموعة منتہة أم غير منتہیة ؟ 

٣د‏ مان 2 مخطط فين > ماذا غثل نقطة 1 داضل اقطط » 
وإذا أردت أن قثل أحد أفراد الفرق بنقطة ب فأين تقم هذه 
هذه النقط بالنسية للنخطط . 


٦ے‏ الج جموعة منتبية لأننا نستطبع إحصاء عناصرها . 


5- یکن تثيل ر بسطح عدود بنحن الشکل (۱۰ 


الشکل (۱۰) 


وكل نقطة مثل م داخل اخطط تثل إحدی فرق ا جموعة بع » وإذا 
آردنا أن نمثل أحد أفراد الفرق بنقطة ب فان ب تقع خارج الخطط 
لأنها لا قشل أحد عناصر ا جموعة بت . 


۹- ماالفرق بين . و ان ) وضتح إجابتك باستخدام مخطط فين. 


ال : 


إن م هي ا جحموعة ال حالیة التي لا ينتمي البہا عنصر ما . وقد رأينا 


E 


أنها قثل بخطط کا في الشکل (۱۱) ۰ 
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الشکل (۱۱) الشکل (۱۲) 
وبلاحظة أن المجموعة الخالية م هي کائن رياضي فمن الواضح أن 
fa}‏ تكون جموعة وحبدة المنصر » عنصرها الوحيد هو المجموعة 
ا حالیة ه ويمكننا أن نکتب : 
و 3 {a}‏ 
وهکذا نجد أن م جموعة خالية بینا (ھ) جموعة غير خالیة وافا 
هي موعة ذات العنصر الوحید م والتي یکن ٹثیلہا بالشككل (۱۲) . 
تساوي المجموعات : 
.“ا ما هي المجموعات المتساوية فیا بلي : 
مرم = | س :س د پ٤‏ س۲- ۰2۲۵ ) 
7 =( س :س واط س ۰2۲۵ ] 
صم = اس :س د صرم> (س+ھ) (سہ) = ) 
ا حل : 
إذا عيّنا عناصر كل جموعة من هذه انجموعات وجدنا : 
سم د (۵-۰۰) ۰ ع-(0) 2 صم|۰-۰۰) 
وواضح أن سم = صہ فقط ۔ 
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۹ - هل المجموعتان التالیتان متساويتان ؟ 
سم - [ {r} ¢ {rs}‏ © ۲۳۱ ) 
ع ےإ (۳ 64 ۱۱۰۲ {re‏ 
ال : 
سم ج ع لآن 4۳۱ تنتمي إلى سیم ولا تنتمي إلى .ع أو 
لان ۲ تنتمي إلى .ع ولا تنتمي إلى سم . 
۲ - هل ال جموعتان التالستان متساویتان ؟ 
مسرم ع وو یں 
ع ,2 
الحسل : 
سم يد رع لأن للمجموعة سم آريمة عناصر ( 4 نت <> 
وللجموعة .ع عنصران ها الجموعتان ۱( »تب 6 (ح<»ک) وواضح 
أنه ليس لللجموعتين سورع العناصر نفسپا . 
الجموعات ال جحزئیة والاحتواء : 


لاس ب إذا كانت سم = ۸۰۱۱۰۲۰ 
وع =( س:س وط؛ س کد م) 

بتن صحة أو خطأ كل مما بلي مع ذكر السبب : 

(۱): سم دع 6 (0): ہچ 
الل : 
إذا کتبنا : 

بت ڈور تر در رر 
نلاحظ أن (۱) صحبحة » لأن کل عنصر من سم ينتمي إلى .ع 
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وأن (۲) خاطئة » لوجود عدة عناصر في .عم هي : وبع هب لا 
تنتمي إلى سم. وبا أن سم داع و سم 6د م فیمکننا أن 
نکب : سم دبع 

ويمكتنا القول أيضا إن (۲) خاطئة » لأن رع ضز سم وبالتالي لعدم 
تحقق شرطي التساري رھا: سم 2 ع و ع د سم 


۳۶ لتكن سم = | س٤ع‏ ٤ص‏ ). اذكر الطأ والصواب في 
۶ » و 


امتخدام اروز < 4 د © 5 فا بلي: 
٣‏ س و سم ز ات و د سرم/ 
ا ع دسرم 6م “الاب ودس 
سن 4 ہج سم و سم 6 کک (س) د سم | 
مك سم د سم | 6 4- 2 د سہ 
كام (س) سم م بلس *ع) د سم ] 


5 صم » لن س عنصر من سم 

م5 خطأء لن ع عنصر من سیم ورمز الاحتواء القيقي يدل على 
احتواء جموعة في آخری » والصحيح أرن نکتپ : 
ع و سم 

۴ صح > الفقرة (rr)‏ 

5 خطأ» لأنه ليس في سم عنصر واحد على الأقل 
إلى سم 

0 خطا » لآن (س) جزء من سم ومنه فان (س) 

کے صح » الفةرة (rr)‏ 

۷ خطأء لان تر موعة و س عنصر . 


۷۰ 


۸ صح» لان إس] جزء من سم 
۹ خطاء لان م ليست عنصراً في سم وإئا هي حزه من سم 
و نے صح ٠‏ لان اس 4 ع 4 جزء حقيقي من سم . 

۳۵ - إذا كانت ا حموعة سم جز من م فانبت أن سیم ے ثم : 


اخل : 
سس العلوم أن : 
ولدينا سم ج : بالفر ض 


3 
4 
U 
ب"‎ 


وحسب الفقرة ( ۲۵ ) ضحد : 
[ » د سم و سم د :۰ ]جه سم = . ] 
8 - إذا كانت سم ».۶ »صم ثلاث موعات فأثبت أن : 


( سح و اع وا د صم ) ےپ سم و درم 


الحل : 

لإثبات أن سم د صہ يحب أن نبرهن أن كل عنصر س, سیم 
هو عنصر في صہ أي أن نببھن أن : 

( باس س و سوم ) سه (س, صہ) 
في الحقيقة : 
باس ٤‏ س د سم ت س وع لان سہ ابا اع فرضا 
کا أن س داع کہ س وصہ لان سم فرضا 
ومئه الطلوب . 


۷۷- لاکن سم موعة جیع الأشكال الراعبة في مستو و اع موعة 
جمیع المربعات و صہ تموعة جمييع ااستطملات في هذا الستوي. 


۷۱ 


بتن الصواب والخطأ فيا پائی مم ذکر السيب : 


کت ع د سم ¢ ”ا بع د صہ 
5 صم داع م6 لج صم د سم 
که صم دبع د سم 
الحل : 


5- عبارة صحبحة » لأن كل مربع هو شکل رباعي وبالتالي فان 
كل عنصر من ع هو عنصر من سم أي أن اع د سم , 
٢‏ عبارة صحيحة » لأن كل مریم هو مستطیسل تساوی بعداه 
ولذا فإنكلعةصرمن ,ع هو أيضا عنصر من صرم أيأن رع د صم. 
٣‏ عبارة خاطئة » لآ صہ فیہاعناصر لا تنتمي إلى .ع وهي 
الستطبلات » حيث أننا لا نستطيع اعتبار كل مستطيل مربعا, 
۷ عبارة صحيحة » لن كل مستطيل من صم هو شکل رباعي 
أي هو عنصر من سہ أي ا صہ د ميم . 
و عبارة خاطئة لأن صہ مموعات المستطيلات غير محتواة في ب 
عموعة المربعات . 
مجموعة اجزاء مجموعة : 
۳۸ - عيّن ہن (سہ) من أجل سم = ۳۲۲۰۱۱ : 
افل : 
إن بع (سح) هي جاعة جیع آجزاء سم . 
ومن الواضح أن م و سم من أجزاء سم 
وأن أجزاء سم التي بتکون كل منہا من عنصر واحد هي :. 


U} ¢ )أ‎ ¢ {YY} 


۷۳ 


وان أجزاء سم التي بنکون کل منہا من عنصرين هي : 
fro} 6 {rer} 6 {ro}‏ 
ولیس هناك طبعا أجزاء أخرى ل س ولذا فان : 
(r) 6‏ = ( ه » سم ۰ (۱) 6 {r} 6 {r}‏ 6 
{res} 6 ۷۱‏ م {rer}‏ { 
ويمكن الحصول على جميع عناصر رج ( سیم ) بطريقة تسمی طريقة 
الشجرة کا هو مبين في الشکل ( ۱۳) . 


۱۳۰۰۱ 


سس نی 


{YI} لد‎ 5 


(jT 


{rf} ۱ 
تھے‎ 


۳ 
”سے کے [؟) 


رس (۳] 


م 
الشکل (۱۳) 
ويتم إنشاء فروع هذه الشجرة » بان نسأل عن وجود العنصر ١‏ في 
جموعة جزئية ل سہ) وبسبب وجود موعات جزئية یکون ١‏ عنصراً فیہا 
وجموعات جزئية لیس ١‏ عنصراً فیہا . فلدينا امكانيتان للاجاية على هذا 
السؤال ( نعم أو لا) تلبسا بأور فرعین للشجرة الشكل (14) حيث 


۷۳ 


يمثل الفرع المتصل الاجابة ب ( نعم ) أي حالة وجود العنصر ١١‏ وشل 
الفرع النقط الإجابة ب (لا) “أي حالة عدم وجود العنصر ١‏ . 


الشکل (:۱) 


ومن أجل كل فرع من الفرعين السابقين » نسأل بنفس الأسلوب عن 
وجود العنصر ۲ في جموعة جزئية فتصبح الشجرة کا في الشکل )٥١(‏ 


)١6( الشکل‎ 


ثم من أجل كل فرع من فروع الشجرة في الشكل ( ٠١‏ ) نسأل عن 
وجود العنصر م في جموعة جزئیة فتصبح الشجرة کا في الشکل (۱۳) 
وبتتبم كل فرع من فروع هذه الشجرة منذ نبايته حتى نشأته الأولى 
تثمين لدينا في ايته المجموعة الجزئية الموافقة . 
ملاحظة ‏ : 

عكن للشجرة الستخدمة لاحاد أجزاء جموعة أرن تکون كما فی 


Vt 


{rete} 
{So} دب‎ 3 
{ro} 9 


U} 


fot} سند‎ 

lt} mm. 

r | 
کے‎ 


الشکل (۱۰) 


غ » <) وا وما 
3 
٦ ۳۹‏ ب ( ع ) إذا كانت سے ع رم 
= اود 2 1 9 
۱ الأجزاء الحقيقية للمجموعة رع 
دي 1 
۱ ۱ ةرعم تتکون من : 
ان جموعة أجزاء المجموعة اون من 
۷ ےم el‏ فقط وهي : 
أت الي رتحوي ر ۳ 
(۳٢)‏ ا حموعات ې ,توي 


(() 6 ۱-۱ » }>{ » رم 


Yo 


(۴) 


2 


ال : 


امجموعات التي تحوي عصرین فقط ونحصل عليها من ال حموعات 
الي تحوي عنصراً واحداً باضافة - على التوالي س حرف من 
الحروف التي تأتي بعد الحرف الذي تحويه المجموعة : 
{oP}‏ ¢ رٹ دس € تج 6 
(ہ؛:] ¢ (<ءءئ) 


7) المجموعات التي تحوي ثلاثة عناص فقط ونحصل علیہا من 


ا جموعات التي تحوي عنصرين باضافة - على التوالي - حرف من 
الحروف التي تأقي بعد الحرف الاخبر الذي تحويه ال جموعة : 
(ڑی؛د) ¢ {sch} Cf{scuch}‏ 
کی یرت 
المجموعة الكلية لیب ےد ھ) 
ان عدد عناصر جموعة الاجزاء هو : 

رو +د وب سيك 
وان جمیع عناصر ,6 (ع) ماعدا العنصر (( »بت 2 ح»ى] 
هي أجزاء حقيقية لمجموعة اع . 


أوجد عدد عناصر جماعة أجزاء جموعة مكونة من 2 عنصرآء 


إن للمجبوعة ا حالیة جزه واحد هو الجموعة و . 

أما المجمرعة ذات العنصر الواحد [ | فان ه14 جموعتين جزئیتین ها 

{Hs م‎ 

ولكي نحصل على أجزاء المجموعة ۵۱ »بت ) فانه يكفي أن نضيف 
إلى أجزاء المجموعة (م) الجموعات التي تنتج عن ضم ب إلى عناصر 


لها 


هذه الاجزاء فتکون أجزاء المجموعة ۱ب إ هي : 
۶ ¢ () 
وت ¢ }ء0 

وزيادة عنصر إلى عناصر الجموعة يؤدي إلى مضاعفة عناصر جموعة 
الاجزاء أي أن : 

عدد عناصر 6( [ (ب ]| )> ۲ × عدد عناصر (((/ 5 

وبصورة عامة اذا كتبنا في سدول المجموعات الجزئية المجموعة 
((*ب»...»ه] التي عدد عناصرها ل وإذا آردا أن نجد الجدول 
الذي يحوي الجموعات الجزئية للجموعة ( م »تج ...»هد ) 
والذي ترمز له ب رار فإننا نلاحظ انه يكن تمزئة المجموعة 
وب , الى جموعتين جزئيتين متباینتیه » الاولى تحوي الجموعات الجزئية 
التي لا ينتمي اليها العنصر و والثانية تحوي المجموعات الجزئية التي ينتمي 
اليما العنصر و . والثانية تنتج عن الاولى بإضافة العنصر و الى كل منہا 
وهذا ما يبرهن على أن عدد عناصر المجموعة ہار = ۲ × عدد 
عناصر رار . 


اذا رمزنا + دون لعدد عناصر جموعة الاجزاء د يان فانه 
عکننا أن نکتپ : 

١ اح‎ 2 

2 مق < ۲ ۰ 2 و 

2 ې <۲ × 2ي 


دہ = ٣‏ × د پم 


2 بو ۲ ۶« وم 
3 بو ۶ د ماو 


وإذا ضربنا هذه الملاقات ببعضہا طرفا بطرف ثم اخته 
الکررة في الطرفین فسوف نجد : 


2 ين ۰ ۷ 


۷۸ 


ا و یسلت ۴ 


١غ‏ - عيّن عناصر كل من المجموعات الآتبة . هل كلك دام ذكر 
جمسم عناصرها ؟ 
١‏ جموعة أرقام العدد ۳۰۰۰ 
ما س موعة قوامم المدد ۲4 
71 ۳ ب جموعة مريمات الاعداد ٣‏ 2)م»؛ 
()- مموعة الموامل الاولية العدد ١۸۰‏ 
نه" - مجوعة ا حرف الأول في كل من الأسماء الثالية : پاسر » آجنده 
يمان » بشار مود » أئيس » هند » عمد » سلم » حلم » ماهر. 
ںہ جموعة مکمبات الأعداد الطبيعية ۔ 
ا ۷ الجموعة صم + . 


۴ - اكتب المجموعات التالية بذكر عناصر کل منها : 


سم = | س :س رقم من أرقام العدد ۳۰۱۹۰۱ ا ڑپی لك 
صہ = ( ف :ف فصل من فصول السنة ) مق اب 
2 سر رس وط٤‏ س؟ + وس وا ) مار ٩‏ 


ہہ عمّن المجموعات الثالبة باستخدام خاصة مشتركة بين عنا 

عبن ال یر ہے 1 بر صر 
جموعة : 

NEREYE 3 


(1) ۷۹ 


+٤۰٤۱ [= سہ‎ 

£ ب | ۹۱۰۵۹۰۱۲۰۲۰۱۰ كيكو 
ع & - عیتن المجموعات التالبة بالطريقة المناسبة : 

عم جموعة مربعات الاعداد الصحبحة . 

صم جموعة طلاب جامعة دمشق . 

2 جموعة مكعبات عناصر الجموعة ( 82١6.695‏ ) 
0 - اكتب برموز رياضية كا من ا مل الآتية : 

الجولان هضبة من موعة هضاب القطر السوري . 

القمر الطبيعي (ن) لا ينتمي الى جموعه الأقار الصناعبة (ج). 

طرطوس مناه من جموعة مواتىء البحر الأبيض التوسط . 
0 4" من ا مل الآتبة : 


۷ دح+ ٤‏ ۱۲۵ و ط 

النقطة ه د الستقم سم 

مركز الستطیل # عيطه . 

۷ - اذكر الصواب والخطأ فيا بأني : 

كس و دس :س عدد طبیمي < ۸) 
۸ د س :س عدد طبيمي << ۱ ) 
٣ے‏ ۵۱ د ط 
5 س و( س :س عدد زوجي | 
و مر کز مربع 3 أحد قطریه 
*- ليبيا د جموعة الأقطار العرببة . 
57 ۲ 4( س دس د با واس - ۰2۳ ] 


4: 


مہ )د س :س دانم واس" دوس جبے.) 

کٹ ۳۵۰۳۰۹۲۵۹۲۰۱۵4 ] 

PF ۰‏ ۵۳۹۱۳۰۳۳۲۲۳۹۱۳ ) 
6۸ - ما ا جموعات الخالية فيا يلي : 

ارت (س: س شخص طوله آکثر من ٥‏ آمتار ) 
(ع :ع عدد فردي وزوجي مما] 
-: | اس د ظا و 
- (س:س و صموس و یم 
- س :س دائرة لا مركز لها | 
۹ - آوجد س في كل الحالات الآتبة : 

وس س دإ{ 6 لس س و(هء) 

؟- إساء لا ¢ 5- ی (۱۳ 
0٠‏ - بين فیا يلي الجموعات النتبية : 

١‏ جموعة وزارات الدولة 

27 [س‌وس عدد E‏ 

gig} -‏ مستقم مر من نقطة خارج الستقم له ويلتقي 
مع ف 

5- إسدسة صم وس )٥>‏ 

ہے اس :دس د صم ودج <س < ۲) 

. جموعة جوم السماء‎ - ٩ 
: بتن ا ماعات في المجموعات التالية‎ - ۱ 

. جموعة نقابات العمال في الوطن العربي‎ “١ 


۸۱ 


~0۲ 


۳ - ؛ 


- 


0 - 
كل - 


- جموعة الداجن في سبل البقاع . 
۳ - جموعة اعمال سد الفرات . 

تو ( $( < (() < متا 
۵ - الجبوعة {o“s} 0 0 AY‏ ¢ کے 1 
هل الجموعات التالية متساوية ؟ ۱ 

سہ = (س :س د ہا 6 س - ٣۳‏ س + ۳۷ ۰] 


ج <(ع:ع و صم {‘=(4-E)(t-E)s‏ 


صرم سے جموعة مربعي العددين يا 


:س دن وس" -)) 
:س دعم ار (س ۲)(س +۲ )۰ ) 


:س وط وس <؟! 
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اس 
-٦‏ (سدس دن وس" -س د. ) 

[س 

اس :س د صم و و حوس <۱) 

اس :س دب وس + س = ۰ | 
"٦‏ موعة حروف كلمة ( مدير ) عت جموعة حروف كلمة (غر). 
برهن أن المجمرعة سم = (۲ ۱۰۰۸۷۹ 


ليست جموعة جزئية من المجموءة ع = ( س : س عدد زوجي ) 
برهن أنه إذا کان س و سم 7 س ) د سم وبالمکس. 
إذا كان سم د (() فأوجد میم الحلول المکنة هذه 
العبارة ( أي جيم المجموعات التي يمكنها أن تمل عل س 


وتبقى المبارة صحيحة ) . 


۸۲ 


۷ - إذا كان سم د ((»ب) فاوجد جیم الحلول الممكنة لمذه 
العبارة . 


08 - لتكن سم جموعة جیم الأشكال الرباعیسة في مستو و بع 
جموعة جميع المستطيلات و صم جموعة جميع متوازيات الأضلاع 


في نفس الستوي ۔ 


وليكن م رمزاً لأحد الأشكال الرباعیة 


و نے رهزا ات الستطیلات و ھی »رمز لاد متوازیات 
الأضلاع . بین أي المبارات ال٦تیة‏ صحبحة مع بیان السبب 


و لح ( و سم 6 ۲ تب و سم 
لا الج و شوم ¢ 4 - دوع 
للدم د ( و صم 4 -٦‏ ان و صم 
۷ = بت قوع 4 مات جوع 
واس ع دسم 4 [- صہدع > 
ال ۶ دصہ 4 ۲ صہدعدسہ 


۹ - ہن الخطأ والصواب فيا بأنی : 


(۱۱ ۱۲۱۰ ¢ كه رر در (۱۱۱ 
1 


۱ 
)۱۳(۱< Pes ¢ Po} 


(| afi} ۴ 
PM (۶۲ wit 
))۳(۰(( off} =1 
))(( ۲۲۱۱0۱ = 
))( ۰۲۱ 2۱۱۳۱ ۷ 


+ - لتكن سم موعة طلاب مدرستك و ع موعة الأساتدة فیپا 
و صم جموعة طلاب السنة النپاشة و ف موعة الطلاب التفوقین 
في هذه السنة و م آحد دولاء الطلاب المنفوقين . بين الصواب 


٦ےہ‏ عغ د مرم م ۲١‏ فا دح مسرم 
۲ عمد سم 6 ؛- إاوصہ 
مات ( د سم 6 - وه دص د سم 


ارمم باستخدام خططات فين موضحاً العبارات الصحیحة في هذا 
التمرين . 
۱" اذكر المبارات التي يثلبا كل من المخططات الآتية : 


3 


سے 
الشکل (۱۷) الشکل (۱۸) 


۸٤ 


حصت 
الشکل (۱۹) الشکل (۲۰) 
“ا اذا كانت سم 6 ع 6 صم ثلاث مموعات فأثبت أن : 


( سم دع و ع و صم) عه سم دصہ 


اجب واشادات 
او رص( 
) 
) 
٤س‏ ۰0۲۰۳۱ 
) 
۲۷۸۱۰ { 
۷- 06۳۲۹۱۰ ...) 


ومن التعذر ذکر جمیع عناصر کل من المجموعتين )٦(‏ > (۷) 


۴ — ميمت ۳۰۱۰۰۰۱ 
صم = [ الربسم » ا حریف ٤‏ الصيف » الشتاء ) 


Ae 


ع تتكون من الأعداد الطسيعية التي تحقق المعادلة : 
س + ۲ س سے ول ےا 
وما أن لمعادلة جذرين ها ۴٤٥‏ فان عے }9{ 


] ی = (س:س عدد زوجي موجب‎ - ٣ 
)١< س‎ <١ سس سے اس :س د طلم و‎ 
) بع - (س :س رقم عربي‎ 

- ا لم6 رم سے وعه صم) 
مہ لاد د وت 
اك وت 


0۵ - الجولان د جموعة هضاب القطر السوري ) ى # ج ) 
طرطوس د موعة موائىء البحر المتوسط . 


۶:۹ - ۷۱ عدد حقيقي موجب . 
۷۵۰ عدد طبيعي . 
ھ نقطة من الستقم سم 
مرکز المستطيل لا يقم على محبطه ۔ 


۷۷ - سٹرمز للصواب ب (ص) وللخطاً ب (خ) . 
() ص ‏ (۲)خج (۳)خ ()خ (ه) ص 
)٩(‏ ص (۷) ص (۸)ص ‏ (٩)خ ‏ (۱۰) ص 


۸ - ا جموعات في (۱) 6 (۲) 6 (4) 6 (ه) خالية وا جحموعة 
(r) 2‏ هي (۰) ولدست خالية . 


۹ - (۱) س < 


-۵۰ 
- 01 


- 0۲ 
- 0۳ 


~0 


0- 
5م - 


-۷ 


۸-۔ 


المجموعات : (۱) 6 (ه) 6 () منتبية . 


۱) جماعة لأن كل نقابة جموعة عمال . 
۲) جماعة لأن في كل مدجنة جموعة خاصة من الدجاج . 


سم ع د مم = ٤)}‏ و) 

في كل مساواة نعسّن كل جموعة بذکر عناصرها فنجد أن 

لكل مموعتین في مساراة واحدة المناصر نفسها . 

لن العدد ۷ عنصر في سم لا ينتمي إلى ,ع جموعة الأعداد 

الزوجية . 

بطبق تمريف الاحتواء . 

سم يجب أن قثل جزه من ((] دج أجزاء ((] هي 

7 (م] أي أن سم دم أو سم = ۲۱) 

يحب أن تکون سم جزهاً حقيقيا ل ۱ب | أي أن 

سم مي 2 آو (() آو ز 10. 

. ص : لآن م شکل رباعي‎ )١( 

(۲) ص : لأن اشتطیل شكل رباعي . 

۳ ص : لان متوازي الاضلاع شکل ربعي . 

(4) لا يمكنف القول بصحة السارة أو تخطئها لأن الشکل 
الر باعي قد یکون مستطيلا وقد لا یکون . 

(ه) قد بلکون الشکل اناغ متوازي أضلاع وقد لا بکون . 


AY 


(4) ص + الا كل منتطال هو متوازي أضلاع . 
(۷) ص . 
(۸) قد یکون متوازي الأضلاع مستطبلا وقد لا یکون 
(ة) ص: لآن كل مستطبل شكل رباعي . 
(۱۰) خ : ليس كل متوازي أضلاع مستطی9 . 
(۱۱) ص : لآن کل مستطیل هو متوازي أضلاع . 
(۱۲) خ : لأن صموع. 
س العبارات الصحبحة هي : )٩( ۶ )۸( ° )۷( ٤) )٢(‏ ° (۱۲) » 
(WY) >» (1%) < (10)  )۱4( > )۱۴(‏ - 


٠س‏ العبارات الصحيحة هي :(۲) » (۴)؛ (٥)؛(٦)‏ »والشكل (۲۱) 
عثل هذه العبار ات . 


الشکل (۲۱) 


۷ ۹- الشکل (۱۷) س د میم دا مه 
الشکل (۱۸) سد سم د كا و سدع د کے 
و سملم نام وا ملم 


۸۸ 


الشکل (۱۹) مد اع وسہے مه 

اشكل (۲۰) ص و صم د سے د ہے 
و ص دہ دع داك 
و سم دوع و ع و سم 


۲- لفرض أن (سہدع © يعن طم) عه سہدصہ 
إلا أنه إذا کان سے = صم فان ع د سم لان ع د صم 
بالفرض . وهذا خلاف الفرض سح د رع وعليه فات 
سم عو صہ ومئه الطلوب . 
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سے 


( الملا عل وعات/ 


من المهم في الرياضيات في كثير من الأحبان تشكيل کائن ریاضي من 
كائنين رياضيين معلومين » نمثلا من العددين ۷۶۲ عکننا أن نشكل العدد 
( وذلك مجمع هذين العددين » وبكتنا آن نشكتل من هذين العددين 
نفسہا العددد و أيضا وذلك بضرب أحدها بالآخر . 

وشبيه بهذا الأمر یکن أن يتم في ال حموعات . وسنرى في هذا البحث 
العمليات الأساسية التي نستطيع بواسطتها أن نشکتل جموعات جديدة 
من جموعات معلومة . 
۸ - عملية الاجتاع : 

لتكن سے جموعة أعضاء الجمبة الرياضية في احدى الثانويات العربية 


EE ا‎ 


ئځ = (س :س وڪ ويلمب كرة الطاولة 


فالمجموعة الجزئية من ک المكونة من أعضاء الجمية الذين يلمبوكف 
كرة اليد أو كرة الطاولة » تتکون من كل عضو من ك يلعب كرة 
اليد فقط > ومن كل عضو من سے يلعب كرة الطاولة فقط » ومن كل 


۹٠ 


عضو يلعب كرة البد وكرة الطاولة معا . وتسمى هذه الجموعة اجماع © 
الجموعتين مرم وع وبرمز ھا بالرمز سح نا ثم حبث ا رمز عملية 
الاجاع التي أنجزت على الجموعتين سم وع ونکتب : 


= إس : س د سے وس يلعب كرة اليد أو كرة الطاولة] 
سس سم لاع : ( سم اجتاع بع ) أو ( اجتاع سح و ع ) 


وبصورة عامة : 


تعريف : اجتاع جموعتين سموع هو المجموعة المكونة من 
المناصر التي تنتمي على الأقل إلى إحدى الجموعتين هرم وع . 
أي أن : 


سم را ع = س : (س وسرم) ۷ رس وع)) 


ولارمز ۷ هنا الدلول نفسه الوضح في الفصل الأول . 


واذا كان الشبكل زفق هو خطط المجموعتين الجزئيتين سم و ع 
من المجموعة سے » فالشکل (۲۳) يشل غطط اجتاعي)ا هرم لاع ؛ 
وهو الجموعة الجزئية من سے التي يثلبا القسم الظلل الذي نحصل عليه 
بتظليل الأقسام المشتركة وغير المشتركة بين مخططي سوم وع في 
الشکل (۲۳) . 


۹1 


مثال )١(‏ : إذا کان : سے = إ٣“ )٠٤۸٤۹ ٤٤‏ 
بع سے( ۲۳ مَ۶٢ہ۶٢۹۲۷)‏ 
فان دسم اع = 4646410444۳۲( 
ويلاحظ هنا وجود عناصر تنتمي إلى سیم فقط وعناصر تنتميل 
.ع فقط وعناصر تنتمى إلى سرح وع معا . 
مثال (۲) : اذا كان (مدزءعهارت (+* »2:2 {OA‏ 
فان : u}‏ أ =}«*+ ث4 ٠4ل‏ ]! 
ويلاحظ هنا أن جميع عناصر م تنتمي إلى ب وأن بعض عناصر 
ى لا تنتمي إلى | . 


مثال (۳) : لدینا: صہ* u‏ = صم 
ويلاحظ هنا عدم وجود عناصر مشتركة بین صح" و (») 
مثال ؛) : لدينا : م- ابا با 


وبلاحظ هنا وجود عنصر واحد ينتمي الى کل من بغ- وبا * 
هو الصفر . 


مثال زه) : الشکل (۲4) عثل قرصا داثریا مرکزه م ونصف قطره ر , 


الشکل (:۲) 


A۲ 


فحموعة نقاطه الداخلية هي احموعة : 
عاك 8ه وعو مب | 
وجموعة نقاطه الحبطية هي المجموعة : 
ح = زم 0 هم = 
وبقرض صرم جموعة نقاط القرص یکون : طم = ح لا اخ 
۹ - ملحظات : 
)١(‏ کل عنصر لا ينتمي إلى كل من المجموعتين سم وع لاينتمي 
إلى اجتاعي) سم ا ع . والمکس كل غنصر لا يذتمي إلى 


الاجتاع میم ل ع لا بنتمي إلى أي من المجموعتين سم .ع 
أي أن : 


سس جح کت 
(۲) یکن تلخيص ال حالات ا ختلفة الممكنة لانهاء عنصر إلى جموعتين 
سم و ع وما يقابلبا بالنسية للاجتاع سم ن ,ع في الجدول التالي: 


ويسمى هذا الجدول جدول الانتاء لمملية الاجتاع ۰ 


لقد رمزنا ب )١(‏ للحالة التي يككون فيها العنصر س منتمبا إلى ا جموعة 
وب (ہ) للحالة التي لا يكون هذا العنصر منتمبا إلى ا جموعة ۔ 


4 


۳۰ - اجتاع عدة موعات : 
بتطییق تعريف اجتاع موعتين بالتدر”ج عکننا تعبین اجتاع عدة موعات: 
مثال : لامحاد اجماع الجموعات الثلاث : 
کک ٤ت٤‏ 
و ها 
صم = |( »۰ ] 
يحكننا أن نجري علية الاجماع هذه بشکلین مختلفین ها : 
زمزم ا ع) نل صم و سوم ن ( ع ن صم) 
ومن أجل الشکل الأرل نكتب : 
سم لاع = رت تن 
= الاب ا حيويه) 
ثم نمین أججاع هذه ا جموعة مع المجموعة الثالثة فیکون اجتاع ا جموعات 
الثلاث هو المجموعة : 
بسحا مھ وو تو رہ ای 
کر کو و وم 
ومن أجل الشکل الثاني نکتب : 


42 صہ = ات و و 
سم نا رج با صح ) = لت حل با زاب جوم 
= ات سح اوه 


وهذه النتيجة تطابق النتيجة التي حصلاا عليها في الشکل الأول 
وسنبرھن في التمرن (۷۱) صحة هذه الخاصة بشکل عام أي : 
( سم رع ) لا صم = سم ن رع نا صرم ) 
وذلك پ (زسرمي م عءصم) 


514 


: خواص عملية الاجتاع‎ - ۴١ 
يبرهن أن عملیة الاجتاع تحقق الخواص الآتية : ( انظر القارين المحاولة:‎ 
(NYY N ۶۰ ۹ ۸ ۰ ۷ 


(۱) سومان سے = سوم وتدعى ۔خاصة اللاغو 

(۲) سر لا و = سم وتدعى بخاصة العنصر الحيادي 
(۲) هوم یع = جع ن سہ وتدعی إلخاصة التبديلي 

(4) سم لا اك = ڪ حبث ات المجموعة الكلية 
(ھ) سح( نا ع) نا جرم = سم ن (عغاصہ) وتدعی 


خاصة قابلية آ 
وتفيد هذه الخاصة أن اجتاع ثلاث موعات يتم بالبده بإيحاد اجتاع 
جموعتين متجاورتين ما ملها بالترتيب التي أعطيت به هذه المجموعات . 
وبناء على هذه الخاصة برمز لعملية اجقاع ثلاث جموعات بالرمز : 


دون ضرورة استخدام الأقواس » و كذلك الأمر بالنسبة لاجتاع عدة 
موعات . 1 


لنعد إلى مثال اجمعية الرياضية في إحدى الثانويات المربية الفقرة (۲۸) 
ولنفرض وجود أعضاء في الممبة يلعبوت كرة البد وكرة الطاولة مما . 
في هذه الالة تستطيع أن نشكل من هؤلاء الأعضاء فرقة خاصة وتکون 
هذه الفرقة جموعة جزئية من سے تتکون من العناصر التي تنتمي إلى 
الجموعتين سم وع معا أي من العناصر ا شترکة بين سم و ب . 
وتسمی هذه المجموعة تقاطع ''' المجموعتين سوم وع ویرمز لها بالرمز 


Intersetcion )+( 


سم ۵ ع حيث 0 رمز عملية التقاطع التي نزت على الجموعتين 
مسرم و ع ونکتب : 

سم م ع = ؤس :س دک . واس يلعب كرة اليد و كرة الطاولة) 
ونقراً الرمز ميم و .ع ( سدم تقاطع .ع ) أو ( تقاطم سجءو.ع ) ۰ 
وبصورۃ عامة : 


تعريف : نقاطع جموعتين مہ رج هو المجموعة المكونة من 
العناصر التي تنتمي إلى كل من المجموعتين موم و ع أي أن : 


هم« ع-۱ س : (س دصم) م (س د6) ) 


واذا كان الشکل (۲۵) هو خطط المجموعتين الزثیتن سوح 
ڪ . فالشکل )۲٢(‏ عثل خطط تقاطعها سم 5 ع وهو احموعة 
الجزئية من ك التي یثلها القسم الظلل الذي محصل علبه بتظليل القسم 
المشارك .بين خطط سیم و ع في الشکل (۲۱) ۰ 


شال (۱) : إذا کان ميم صم (۲۰۱ 9*1۳ 
1۸:۲۱ 


ع 12 
فان سم ع کاس :س دهم و س دیع | 
۱ 


مثال (۲) : ادا كان سے (۵ »تب »< و عد =P}‏ 
فا سم وج = [(2<) 
مثال (۲) : لدينا ج+ ۾ بے (.) 
لأن الصفر هو العنصر المشترك الوحيد بن رم + ومع 
مثال )٤(‏ : اذا كان سيم = ۱ ۵ ج | و ۶ - (40 []) 
فان میم م ع = م وذلك لعدم وجود عناصر مشتركة بیغ 
سم ولتم . 
مثال (ه) : إذا كانت ج, و ج, جموعتي نقاط حيطي داثرتین متقاطعتن 
في النقطتين ى ؛ < الشكل (۲۷) فیمکتنا أن نكتب : 
ren €‏ = }>{ 
2 2 


2م 


الشکل (۲۷) 


۳ ۔ ملاحظات : 
-١‏ إذا كان س عنصراً لا ينتمي إلى إحدى الجموعتين سم وبع 
فان س لا ينتمي إلى تقاطمئ) سیم 0 .ع وبالمكس إذا كان 
س عنصراً لا ينتمي إلى التقاطم سیم ۸ ع فان س لا ينتمي 
إلى حدی ا جموعتین سیم و رع (قد لاينتمي الى كل منها) أي آن: 


(سوعیہ ۸ع ) ہے ( ( سو سہ) ۷ ( س وے) ) | 


۲ 


۲- من الواضح أن جدول الانتاء لعملية التقاطع هو : 


٣‏ إذا كان میم ماج = ص قبل ان الجموعتين سمو رغ 
منفصلتان ( عمنهزونك_؛ 360276 ) والشكل (۲۸) هو خطط 


ر 


الشکل (۲۸) 
4" - تقاطم عدة مموعات : 
بتطبيق تعریف تقاطع جموعتين بالتدرج عکننا تعبين تقاطمعدة جموسات. 
مشال : لایجاد تقاطع ا جموعات الثلاث و 
رن (s> ee}‏ 6 & = إل دام 
صم = (۵ ٤ب‏ »و ٤+ط۶ھ)‏ 
مكنا إجراء السلیة بشكلين مختلفین ها : 
(سرم م ع) ‏ صم و سہ ۱ (۶ ۸ صم) 
ومن أجل الشكل الأول نكتب : 
سہ مج = ا ا 


(euch = 


۹۸ 


ثم نعیّن تقاطم هذه ا حموعة مع ا جموعة الثالثة صم فبکون تقاطم 
المجموعات الثلاث هو المجموعة + 
(سح ۱ ع)م صم ((۰ت»<) 0 ep‏ نط {e‏ 
> (۔) 
ومن أجل الشکل الثاني نکتب : 
ع ر ‏ ن ج )0( ات فطع 
ای 


ومله سہ۱(ع۸٥صہ)ے‏ 


(ac o 


۲ 
3 
یت 


وهذه النقبجة تطابق النتیجة التي حصلنا علیہا في الكل الأول 
ريمكن برهاا. هذه ا حاصة بصورة عامة أي أن : 
رسیم و ع) ‏ صم کے سم م (رع م صم) 
وذلك پ (سم»ع »عم ) , 
وم - خواص عملية التقاطع : 


يبرهن أن عملیة التقاطع تتمتع بالخوأص الا تبة : ( انظر العارین ا حلولة: 
۹ ۰ ۲ ۸۳ .۰ 


(۱) سیم م رہ = سوم ( خاصة اللافو ) 
(۲) سم 0 کڪ = سوم ( خاصة العنصر الحيادي ) حسث 
حت الجموعة الكلية . 


(م) سم م ۓ = ع مسرم_ر(الخاصة التمديلمة ) 
(4) سم ۰ وم ع و 
(م) ( سح 0 ع) م طم = سح و (ع م صم 


۹ 
( غاصة قابلة N‏ 
ہے ایا 


۹۹ 


ومعنی هذه الخاصة أن تقاطم ثلاث جموعات يتم بالبدء بجاد تقاطع 
موعتین متجاورتين ما منها الترتدب التي أعطيت به له المجموعات . 
وبناء على هذه الخاصة برمز اعملية تفاطم ثلاث جموعات بالرمز : 
سوم م ع م صرم 
دون ضرورة استخدام الأقواس » و كذلك الأمر بالنسبة لتقاطع عدة 
جمرعات . 
۹- خاصتا قابلية التوزيع : 
-١‏ إن علية الاجتاع تقبل التوزيع بالنسبة لسلیة التقاطع » أي 
أنه إذا كانت سیم و ع و صرم ثلاث جموعات فان : 
سہرارع 0 صرم) = (زمرمن رع ) 0 ( هرم نا صرم ) 
؟- وتقبل 'علیة التقاطم التوزيع بالنسية لمملية الاجغاع . أي أن : 
سم م ( ع لا جرم ) = ( سم و ع) ۷ (سرم م صرم) 
انظر التمرین ( ۸4) . 
۳ عملية الاتمام : 
بلاحظ أن كلا من عليتي الاجتاع والتقاطم بہدف إلى تشکیل جموعة 
جديدة من جموعتين مملومتين » ويقال عن مثل هاتين العمليتين عملية 
ثنائية ''' . وهناك بالإضافة إلى علتي الاجتاع والتقاطم اشنائیتین عملية 
أساسية أحادية یتم بواسطةها تشکیل جموعة جديدة من جموعة معلومة » وتسمى 
هذه العملية ٤‏ عملية الاقام . 
فاذا كانت ہے موعة كتب مکتبتك و سم جموعة جميع الکتب 
الأجنبية منها ‏ فبقية كتب الکتبة وهي الکتب غير الأجنبية (المربية) 


Operation binaire, Binary operation )۱( 


۱.۰ 


تشكل بموعة جزثية من سے تسمى الجموعة امتممة للجموعة سیم 
بالنسبة ل ك آر اختصاراً متمبة سے ( ا ممتماجدہ ) . وبلاحظ 
أن كل عنصر من عناصر مثممة سیم لا ينتمي إلى میم وبالمکس کل 
عنصر لا ينمي إلى متممة میم هو عنصر من موم.. وبصورة عامة : 


تعريف : إذا كانت سیم بموعة جزئیة من جموعة كلية سے » 
فالمجموعة المكونة من عناصر ك التي لا تنتمي إلى سم » تسمى 
متممة موم. وبرمز لها بالرمز سیم" ویکون : 


سم" سے( س :س وس ] 
ویقرأً الرمز سم" ( متممة هرم ) 


وواضح أن : (س د سہ' ) جه ( س و سم ) 


وإذا كان الشكل (۲۹) يشل الجموعة هرم » فالقسم الظلسل في 
الشکل (۳۰) ثل الجموعة سم" متممة سم . 


الشکل (۲۹) 


:مشال (۱) : إذا كانت ك موعة سکان العمورة و سم مموعة الذ كور 
فان سم" هي جموعة الإناث والخنائى . 


هشال (۲) : إذا كانت © = [۲۱ 1۸۷۹۹۰۹۳۲ 
وكانت بع < الل يننا 


۱۰ 


فان ع = ٤٤٤٤(‏ ٤۹٤ھ‏ ) تنكون من عناصر © 
التي لا تنتمي إلى ع . 


مثال (۳) : |ذا كانت صم هي موعة الأعداد المحبحة و ط* موعة 
الأعداد الطبيعية المغايرة للصفر » فان متممة هذه ا جموعة 
بالنسبة ل حرم هي موعة الأعداد الصحيحة السالبة 
والصفر أي : 
ط*' = صم 
مثال (؛) : إذا كانت ك موعة الثلثات في مستو وكانت : 
رع = لس :سس منت قائم] 
فان .ع" ‏ إس:س مثلث غير قائم ) 
۸ - ملاحظة : 
إن جدول الانتاء اتمعة جموعة هو : 


۹ ۔ خواس عملية الاتمام : وتتمتع عملية الاعام بالخواص التالیة : 
(۱) گا = ه و و۲ < هه 
(۲) ( سم )۲ = سم ( خاصة الارتداد Involution‏ ) 


(۲۳ سم و سم" = و 


(4) سے لا سہ' = مه 

(ه) سم دع کہ عو سم" (انظر التمرین ا حاول۹۲) 
(د) ( سم نع )= سم و ع' (انظر التمرین احلول۳٩)‏ 
(۷) ( یہ ۸ ع )= سہ' ل ع' 7 


۱۰۲ 


وتسمى ا حاصتان ٤ )٦(‏ (۷) بقانوني دو مورغان De Morgan‏ „ 

وبالإضاقة الى العمليات الأساسية الثلاث السابقة يوجد عمليتان ثنائیتان 
هامتان على ا جموعات ها الفرق بين جموعتين والفرق التناظري محموعتین 
ولا تعتبر هانآن العملیتان من الممليات الأساسية لامكاتية التعبیر عنهما 
بدلالة الممليات الأساسية کا ساری . 


۰ - الفرق بين المجموعتين : 

إذا كانت ك جوعة طلاب السنة النهائية في الدراسة الثانوية 
و سم = إس :اس طالب یلمب كرة السلة) 
وغ = (س: س طالب يلعب کر القدم | 


فا حموعة الكونة من میم الطلاب الذي يلعبون كرة السلة ولا یلمبون 
كرة القدم أي ا جموعة المكونة من العناصر التي تنتمي إلى سم ولا 
تنتمي إلى .ع تسمى الفرق بين الجموعتين س ر رع أو حاصل طرح 
المجبوعة .ع من المجبوعة سیم وبصورة عامة : 


تعريف : إذا كان سیم وع جزئین لمجموعة © فان جموعة 
العناصر التي تنتمي إلى سیم ولا تنتمي إلى .ع تسمی فرق سم 


عن رع وبرمز فا بالرمز سم- ع أو مرمع وبکون : 


| CA) ^ FEED iw = سدع‎ 


وإذا كان الشکل (۲۱) يشل الجموعتين س وع فان الجزء الظلل 
في الشکل (۳۲) عثل الجموعة سم دع . 


۳ 


ہے کی 


الشکل (۱م) الشکل (۳۲) 


شال )١(‏ : اذا كانت ك جموعة جميع الأشخاص 
و مرم = س :س شخص تیف الجسم ) 
و = إس :س شخص طويل القامة | 
فان سے بت = س :س شخص یف الجسم وغير طويل ) 
و .مسرم = إس :س شخص طویل القامة وغير تحیف ) 


مثال (۲) : إذا كانت سیم = 1۸۷۲۱۰۵۱۳۰۲۱ 
داج میس 
فان سیہ ع = (4524290م) 
مثال (۳) ٠:‏ لدينا صہ* = صہ - (ء) 
مثال (4) : إذا كانت ج جموعة الأعداد الطبيعية الزوجبة وف جموعة 
الأعداد الطبيمية الفردية فان : 
ط سج ساف 
١‏ س ملاحظة : 
إن جدول الانتاء لعملية الفرق هو : 


۱۰۰۹۹۵ ۲۹۸ خواس عملية الفرق : ( انظر التارين ا حاولة‎ - ٢ 
) سمل چ ا سم ( غير تبديلية‎ )( 
اسه کے‎ 2۳ 


وت ند دی ون سح 


(۲) رپ -هیه - د ۳۹ 


(۳) سم و سے سم 
(4) هو سوم < و 
(۵) سم سو ص و 


)٩(‏ سہ۔عغ و سم 
د 1 52 69 


وتوضح الخاصة الأخيرة كيف يتعين ح.سل طرح جموعتين بالاعقاد علي 
عليتي التقاطع والاقام . 


۳ - الفرق التناظري : 


لنمد إلى امموعتین سم و ع في الثال التميبدي في الفقرة (۲۸) 
ونشکل فریقا كل عضو فيه یلمب كرة اليد ولا يلعب كرة الطاولة أو 
يلعب كرة الطاولة ولا يلعب كرة السلة فنحصل بذلك على جموعة مم 
الرياضيين تسمى الفرق التناظري للجموعتن سحو . 

رواضح بالنسبة هذه المجموعة أن كل عنصر فيمسا هو علصر ؛لتمي 
إلى سم ولا ينتمي إلى .ع أو ينتمي إلى .ع ولا ينتمي إلى هرم . 
ولا يوجد أي عنصر في المجموعة ينتمي إلى سیم وع معا . وبالمكس» 
إن كل عنصر ينتمي إلى سوم ولا ينتمي إلى بع أو ينتمي إلى بع ولا 
دنتمي إلى سوم فانه ننتمي إلى الفرى التناظري سیم وبع ومنه : 


۱۰۵ 


تعريف : الفرق التناظري لجموعتين سیم و ع هو جموعة العناصر 
التي تنتمي إلى واحدة وواسدة فقط من ا حموعتان هوم وع . 

وبرمز هذه المجموعة بالرمز_سرم ۸ رع الذي يقرأ ( سم دلتاع) 
ویکون : 


سہ۵ع = (س: (س د ميم و س ٭ ع) ۷ (س دع وسوسہ)) 


واذا كان الشكل (۳۳) عثل الجموعتين سیم و ع قالجزء المظلل في 
الشکل (٤ع)‏ عثل الفرق التناظري سحظع . 


م 
زو 
ظ 
ہے 


الشکل (۳۳) الشكل )۳٣(‏ 


مثال (۱) : |ذا كان میم( »تب 4 < و ] 4 بع > لت »که 
فان : سم ۵ ع سے [ <٤ھ)‏ 
مثال (۲) : لدینا : + A‏ ع“ = بے 


مثال (۳) : إذا كانت ج, موعة النقاط احبطية لقرص داثري و ج, 
جموعة نقاطه الداشلية فان : 
5 = ج 
حیث ج جموعة جمیع نقاط القرص . 
4 - ملاحظة : إن جدول الانتاء لعملیة الفرى التناظري هو : 


ہت 


۰ - خواص عملية الفرق التناظري : تتمتع هذه العملية بالخواص التالیة: ۱ 
مانظ_الماری ا حنولة و٠٠٤‏ وم ۱۰۷ سیت 

0( سم ۵ع = (سہ-ج) ۷( سہ) 

( کے سم ۵ ع = ع ۸۵ سم 


(ه) ( ہ4 ع ) صم - سم 4 زع لم ص ) ( الفرق 
التناظري علیة قايلة للامج ) . 
+؛ - جير الجموعات : 
نلاحظ ا تقدم أن علیات الاجتاع والتقاطع والتممة تحقق الخواص 
الآتية : 


و خاصتا اللافو Indempotent‏ : 
سم لا سم = سم م سم ۸ سہے سم 
۲ - خاصتا الدمج : 
( ہ۷غ ) نا فہک سے نا ( ع لاصہ) 
( موم 0 8 ) 0 صمع سروم ( .۶ م صہ) 


¥ 


جو ھچ جج 
شرم لاع سے ع ن 6م سم عد عمسم 
ہو 4 


© - خاصتا التوزيع : 
سم نا ( ہے 6 صم ) = (سرم را رج ) م ( هرم ن صرم ) 
ميم 2١0‏ نا خيرم )ع ( سم م يع ) لا (سرم و صرم ) 


E25 - ه‎ 


سم لا ے = للم سم ۸ سے = سوم 
سم ںا کے مد سم م و < و 

: خواص التممة‎ - ٦ 
سم ن سا کل سم م سم عام‎ 
(سہ'ا)' ۔سہ ڪاڪ و) سے ڪ‎ 


۷- خاصتا دو مورغان : 
( سم لا ع )۲ = سم و ع! 
(سہ م ع)اے ہ' لا ع' 
ونلاسظ في هذه ا خواص : 
أولا : عدم ظہور مفپومي ( العنصر ) و ( الانتام ) . 
انیا : أن هذه الخواص قكفي لاثبات صحة كثير من الملاقات بين 
الجموعات کا ي ‏ حال في الثالین النالبین وفي بعض التارين ا حاولة 
ف نہایة حذه الفصل . 
وقد أوحت هاتان الملاعظتان بالكشف عن طريقة هامة لدراسة 
اانظريات التعلقة با جموعصات » وهذه الطريقة لا تعتمد على مفپومي 
( المنصر ) و ( الانقاء ) اللذين كانا حجر الأماس عنسد عرض القسامم 
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الأساسية في نظرية ال جموعات في الفقرات السابقة وإنا تقوم على القبول ٠‏ 
بان موعة الأجزاء يت ( سے ) لآية موعة كلية مت تحقق الفرضيات الآآتية: 

(۱) تخضم لسلیتین_تنائیتن هما الاجعاع والتقاطع تحققان الخواص 

من ۱ إلى ۵ . 

(0) تخضم لعملية أحادية هي المتممة تحقق ا خواص : 5و7 . 

)۳( مرف علاقة الاحتواء سے د ع العلاقة سم م يع = سم 

رتعتير هذه الفرضیات المبادىء الاساسية التي يحب الاعتماد علیہا في 
اثبات العلاقات ا ختلفة بین ال جموعات . والموضوع الذي يدرس النظريات 
التعلقة با جموعات حسب هذه الطريقة يسمى ( حار ا جموعات ) . 
مثال (۱) : برهن أن: هرم م ( سوم نع ) = مهرم ہج 
البرهان : 

(۱) حسب خاصة التوزیم لدينا : 

سم م رس اع ) = ( میم م ہ') ن (هوم مع ) 
(۲) وحسب خاصة التممة لدينا : 
سم م سیہاے و 
(۳) بالتعريض في (۱) یکون : 
سیہ م (سیہارں ع) ےو ں (ر میم ماع ) 
)٤‏ ولکن حسب خواص و : 
و ب ( سم ع )= سم ع 
)٥(‏ وبالتمويض في (۳) یکون : 
سم م (زسرم نع ) = یہ ماع 


۴ 


مثال (۲) : برهن أن: میم م (سرمن ع ) = مرم 


البرھان : 
(۱) حسب خاصة اللاغو لدينا : 
سم = شوم را 25 
(۲) بالتعويض في الطرف الأول من الملاقة الفروضة ند : 
سم م ( سم را ع )۔(عہ ن 2 ) م ( سيم ن ع) 
(۲) وحسب خاصة التوزیم یکون : 
( سح را 2 ) و ( میم ناي ) = سم ن ( وه وع) 
(غ) وحسب خاصة م لدینا : 
۵ 8 ع< و 
(ه) بالتعویض في (۳) في (۲) یکون : 
سم م ( سم را ع)ے سم لا و 
)٩(‏ وحسب خاصة مه یکون : 
سم م ( سم رع ) = سم 
۷ - میدا النثويئة ( الازدواج) في جبر المجموعات : 
إذا استعرضنا التطابقات المذكورة في مطلع الفقرة السابقة وجدنا أن 
هذه المتطابقات تظہر أزواجا أزواج) » وان احدی المتطابقتين في كل 
زوج تنتج عن, الأحرى اما بالبادلة بين الإشارتين م و نا کا في الخواص 
١٦‏ ۶ ء۶ ۷ أو بالمبادلة بين الاثارتن م و لا وبين ا حموعتین 
ك و ت في حالة ظبورهما في العلاقة کا في الخواص ه » + . 
وبصورة عامة نتبل انه اذا استبدلنا پالاشارات 0م کے 


۱۹۰ 


د ماك في متطابقة بين جمرعات ٤‏ الاشارات مان د داع ع 
كت م على الترتيب فاننا نحصل على متطابقة جديدة تسمى ( الطابقة 
الثنوية للأولى ) أو اختصاراً ( ثثوية التطابقة الأولى ) . 
فثنوية المتطابقة : رسیم م ک) نا( 206 ) = سم 
هي التطابقة : (سرم ن ھ) م (ع و ک)ع سم 
كذلك نقبل انه اذا استبدلنا بالاثارات ص ۾ ee‏ و د في 
متطابقة بين جموعات » الاشارات م ها د د >> على الترتيب وإذا 
استبدلنا بکل جموعة متممنها فانتا تحصل على متطابقة جديدة تسمی 
كذلك ثنوية النطابقة الأولى . 
فللوية التطابقة : 
( ميم نا نع ) م (سہرع'ا)ے-ےسہ 
هي التطابقة : 
رحہا و ج') ن (سرم' ۸ع ) = سے 
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مثال (۱) : برهن آن: مسرم ن رس و ع) سے هوم راع 
“سس سب سے ور رز 
البرهان : ان هذه التطابقة صحيحة لأا ثنوية التطابقة التي أثبتنا 
صحتها في المثال (۱) في هذه الفقرة .. 
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مثال (۲) : برهن أن  :‏ سہں رسیم ع) = سم 
البرهان : ان هذه التطابقة صحيحة لأا ثنوية التطابقة التي أثبتنا 
صحتہا في المثال (۲) في هذه الفقرة . 


سس کرس م سے یں 


(۸) ۱۱ 


مار نم نول 


الاجتماع 34 
۳ - لدینا ا جموعات : 
0ہ تس ر یں ڈیہ ہہ یج 


أوجد : ات 6 Gry}‏ تن ح6 #3 لاما لالت 


اشل : 
يتطبيق تعریف اجتماع جموعتين تد . 
کو ور وس شر 
up‏ س ا ۷ اللي ا 
الي لا 
U {ecr} =‏ ۲۱۰۱۵/۳۲۸ ور شید 
سچھ 
اواب ناح سے( )لاح 
کو یا یہ 0 یودر ٹہ 
ک و یوید یرہ 
ج۹۔ إذا كانت سم موعة قواسم العدد 4م و ع جموعة قواسم 
آمدد ۱۸ فعیّن سم ل رع . 


بی 


لدينا : rym‏ = کر وریہ ہی ہیں 
در مو تیر ہے 
ومنه جع 2 ۲۱۸۱۲۹۹۰۸۹۹۱۰۳۲۱ 
58 - لدینا ا موعتان : 


5 ٗی 20 عدأ 
کے <((س*ع) دس اع دیع و س>۱) 
عبن في مستوي ا حورن الاحداشین سم لا .۶,عفا بان ( س > ع) 
نقطة احداثباها س ٤ع‏ في هذا الستوي . 
ال : 
المنطقة المظئة في الشکل (:۳) قثل المجموعة سے . لاحظ أن 
استتم ع = ١‏ الوازي حور السینات رمع متقطما لأن نقاطه لا تنتمي الى 
ا حموعة سم والمنطقة المظللة في الشكل (٥م)‏ تثل ال جموعة ,ع والمنطقة 
المظللة في الشکل (۳۹ ) قثل ااحموعة سوم ل ع ۲ 


)۴٤( الشکل‎ 


۱۱۳ 


الشکل رومع 


. في الشكلين (۳۷) (۳۸) ظلل سم نا ع‎ - ٦ 


سم 


الشکل (۳۷) 


ال : 
نظلل الأقسام المشتركة ( إن وجدت ) وغير المشتركة بین مخططي سم وع 
فنحصل على الشكلين (۳۹) » (مع) 
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۷ - من أجل أي جموعة سم أثبت أن : 
سم ں سوم > سے ( خامة اللامو ) 
البرهان : 
سے لا سم = (س: س د سے أو س د سم | 
= اس :س و سہ) = سے 


۸ - من أجل أية جموعة سم أثيت أن : 
سم لا و = سم ( خامة المنصر الحيادي ) 
البرهان : لدينا : 
سم ں م = ؤس :س و سم أواس د هم ) ( تعریف الاجتاع) 
ی :س دسم) ( لاد س و و ) 
= سوقم 
۹- إذا كانت سرم و ع موعتن فأئيت أن : 
سم ں رع جرع نا سم ( الخاصة التبديلية ) 
البرهان : طريقة أولى : لدينا : 
سم نا ع ع (س : ( اس د سم ) ۷ (س د يع ) )(تعریف الاجتاع) 
= إس : (س ديع ) ب (س د سرم )) (خاصة أو التبديلية ) 
جرع ن اسم ( تعريف الاجتاع ) 


طريقة ثانية : نشكتل جدول الانتاء للاجتاعين سم ں ہے وع نموم 
في جدول واحد هر الجدول : 


118 


ونستنتج بلاحظة العمودين الأخيرين في هذا ا جدول تحقق شرط 
تساوي ا حموعتین مہ رارع و ع و سم أي أن : 
سم رع = اع ار رہم 
۰ - لتکن سے جموعة کلیة » فانبت من أجل أي جزء سم من 
ڪ أن : 
مرم را ڪ د کک 
البرهان : لدينا : 
سے ں كد اس : (س د سرم ) پ (س د ك)) (تعريف الاجتاع) 
وان أن سے د ڪ أذن: س د هرم سه س د مه 
وعلية : سم ل ڪ = إن :س و کل = ڪ 
۱ - إذا كانت سرم » ع »صم ثلاث مجوعات فأثبت أن : 
( سم ل ع ) لا صرم ح سم ن ( ع ن صم  )‏ (خاصة 
قابلیة الدمج لعملية الاجمّاع ) 
البرهان : طريقة أولى : لدينا : ( میم ن ع ) لا صم 
= لس : ( س 3 سرم لا رع ) ۷ (س و صم ) ] ( تعریف الاججاع ) 
ع ( س : ((س د سیہ) ۷ (سد ع)) ۷ (سد صہ))(تعریف الاجتاع ) 


= س : (س دمرم) ۷ ((یدع) ۷ ( س دصم))) 
( خاصة قابلية الدمج لاربط ب ۷ ) 


= س : (س دهم ) ۷ (س دع ں صہ)) _ ( تمریف‌الاجناع) 


سے سم ل ( .ع ن صم) ( تعریف الاجاع ) 


۱۹۹ 


طریقة ثانية : باستخدام جدول الانتاء الآفي : 


یہ ع صہ سہاغ إعن صم (سہ۱.ع) لاصہ سہنا(ع اصرم) 


١ 5 ١1 ۱ ۱‏ 1 ۱ 
٦ ۱ ١ ۰ ۱‏ 1 
1١ ۱ ١ ١ * +‏ 1 
1١ ١ ١ 3 ١ ۷‏ 
مه ۰ ۱ ۰ ۱ 1 
١ ١ ١ 1١ ۰ ۱ +»‏ 
١ 1١ ۱ ۰ ٩۹ ۰ ٠".‏ 
وبلاحظة السبودین الأخيرين نستفتج صحة الساواة ۔ 
۷۳- اذا كانت مہ وع عموعتين ما فاثبت أن : 
١‏ مہ دہ لا ع ۲ E‏ د موم اع 
البرهان و 
۱ - من أجل أي عنصر س من سم لدينا : 
س 3 سوم کہ س و سم ٣ع‏ ۱ ( تعريف الاجتاع ) 
وه مویہ ہے ی ( تعريف الاحتواء) 
۲ - وإلثل نجد من أجل أي عنصر س من ,ع لدينا : 
س دوع کہ س د جرم اا ہے ( تعريف الاجتاع ) 
ومنه بے و سم لاع ( تعریف الاحتواء) 


۳- تكن مسرم و ع و صہ ثلاث عوعات فإذا كان : 
سم د صم و ع د صم فاثبت آن : 
سے ان و د صم 


۷ 


البرهان : 
من أجل كل عتصر س وموم ن ع يكون س د ميم أو س دبع 
( تعریف الاجتاع ) . 
وف کلتا اغالتن يكورك س و صم وذلك لت سم ج مرہ 
و ع د صم (فرضا) . وهكذا نجد أن : 
س د سم زا اع جه س د صہ 
وممنى هذا أن هرم لايع بج صم (تمريف الاحتواع) 
چ ۷- اذا كانت سیم و ع جموعتين ما فاثبت أن : ور 
سم دارع ج سوم لاع = E‏ 
البرهان : طريقة أولي : 
اولا: تفرض أن سم وع ولنبرفن أن سم ا ع اج . 
في الحقيقة » لدينا : 
سرم ا ع = إس : (س دسم) ۷(س دیع ) )( تعريف الاجناع ) 
وبلاحظة أن س د سم حه س دع لآن سم دع (فرضا ) 
يكون لدبنا : موم باع = وس :س وع) سدع 
ثانیا : لتفرض بالمكس أن سے نا ع دع واتثيت أن سم دع 


في المحقرقة » من أجل كل عنصر س و سم لدينا : 


س و سم چ س و سہ لا (تعريف الاجتاع ) 
وبا أن سلاا عي 
إذن س د سم عه س دخ 
ومئه فان میم دع ( تعريف الاحتواء ) 


۱۸ 


طریقة ثائیة : 
أولا : لنفرض أن سم د ع ولنثبت أن سہ اع داعم 
في الحقيقة » لدينا سدع (فرضا) 


ولدينا ع دع 
ومن هاتين العبارتين نجد : سیم لا ع 2 .ع ( النمرين ۷۴) 
ومن المعلوم أن : اع د مرم لاع ( التمرین ۷۲) 


ومن المبارتین الأخيرتين یکون میم لا ع = ع 
ثانيا : انفرض أن سیم ں ع سيرع ولشت أن سم و ع 
في الحقیقة »با أن سیم لا ريع يع (فرضاً) 
إذن ميم لال د 
رلکن مم د سم ا ع ( التمرين 70 ) 
ومن المبارتیز الآخبرتینض سوم د ع ( التمرین ۳١‏ ) 


التقاطع : 
۵- لدينا المجموعات : 


طھ لكو 244و 6 نع 20000 دإ( ).| 
عدن احموعات : بت 6 0< 6 لمج 6 بت < 


الل : 

بتطبیق تعریف تقاطم ال جموعات ند : 
نٹ و ع4 رر کیچ اد تہ 
تاه ہے (؛؛٦ی٤ھ۸) ea} ٢٥‏ ےھ(م۸) 
۹۱۱۱۱ =( 
non}‏ حعرل( (on‏ و حع له (۱۰۸)ھ() 


۱۹ 


- إذا كانت سم موعة قواسم العدد ۱۲ و ع جموعة قوامم 
المدد ۱۸ء 
-١‏ ماذا قثل المجمرعة سرم مع 
۲- عبن الجموعة سم ۸ع 
ال : 
۱- يا أن سم م یع = موعة العناصر المشتركة بين سم و ع 
فال جموعة سم م بع هي جموعة الق اسم الشتر کة للعددین ۱۸۶۱۲ 
«؟- i‏ سرم = {wasite}‏ 
جع 2 ۱۸۹۰۱/۳۲۱ 
ومته سم ۸ ع = [ ١‏ 1۱۳۰۲ 
۷ - لتکن حت جموعة جيم الثلثات في مستور و سم جموعة جميع 
الثلشات التساوية الساقين منها و رع جموعة جميع المثلثات القائمة مدپا. 
-١‏ عن الجموعة سیم مع 
۲ - مشلل باستخدام مخططات فين المحموعات : 


ک؛ سم + ع » سرم 0ع 


الل : 
١‏ لدينا: سم = اس :س مثلث متساري الساقین | 
و .ع - اس :س مثلث قانم الزاوية ) 
فالمجموعة” سیم 0 ,ع تتكون من الثلثات التي تنتمي إلى ال جموعنین 
سم وع هعا؛ فكل مثلث من هذه الثلثات يحب أن يكون متساوي 
السافين liy‏ في آن واحد ومنه فان : 
سم م یع سے إس:س مثلث قائم م .وي ال اقين ) 


۱۲۰ 


؟ - با أن الجموعة میم م ,ع ليست غالية کا رأينا فا طط 
المطلوب هو كما في الشكل )١(‏ . 
اک 
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الشکل )٦٤(‏ 
۸ - ظلل سم م .ع في الشکلین (۲:) )٤۴(‏ ۔ 


سم © 
ری تہ 
الشكل (۱۲) الشکل () 
اضل : 
في الشکل (۲:) خطط ع يشل القسم الشترك بين سم و ع » 


وبتظلیل خطط ع نحصل على خطط سیم مہ ع کا الشکل (و؛) . 
أما في الشكل (ه؛) فلا یکن تظليل سم .ع لأ سہوع 


3 
الشکل (::) الشکل )٥٤(‏ 
منفصلتان » وبالتالي فان سیم م ع س ‏ ونكتفي بالاشارة إلى ذلك 

على الشکل (ئ) . 


۱۱ 


۹- من أجل كل جموعة میم أثبت أن : 
سم م سے = سے ( خامة اللاغو ) 


البرهان : لدينا : 
سے م میم د (س:(س د مرم) ۸ (س د سوم )) ( تعريف التقاطع ) 
= (س : س وموم ) > سم ( خاصة ۳ صفحة ۲۰ ) 
۰ - من أجل كل جزء سم من جموعة كلية ڪ أثبت : 
سہ ۸ کڪ = سم ( خاصة العنصر ال حبادي ) 
البرهان : لدينا : 
سم م کے (س : ( س وموم ) ۸ ( س د ك )| (تمريف التقاطع ) 
وبا أن سم د ک فان (س و سہ) ۸ (س د ک ) جم س و سم 
وعليه فان سم ماك = | س :س و سم سم 
۸۹ - من أجل أي جمرعتين میم و۶ آثبت أن : 
سوم مع = نع و سم ( الخاصة التبدیلیة ) 
البرهان : طريقة أولى : لدينا : 
سم ۸ يع = إس : (س ٥‏ سیم )۸( س د ع)] ( تعريف التقاطع ) 


أو سم ۸ ع = (س :( س د ع ) ۸ (س دسم) ] 
( الخاصة التبدیلیة للابط ب ۸ ) 


ومله ‏ سم ۸ ع ےس ع م سیم 
طريقة ثانية : نشكل جدول الانتاء للتقاطعين سیم ۸ ع وع م سہ 
في جدول واحد هو الجدول : 


۱۳۲ 


۱ ۲ ۳ 
ی مس ات 
جدول جدول جدول 


الجموعتين التقاطم ‏ التقاطع 
سم ٤ع‏ بنا على من ۲و۱ 
۱ و۲ 
وبالتدقيق في العمودين « > ؛ في هذا الجدول نستنتج تساوي الحموعتين 
سم ع وع مهرم أي آن: مرم ع داع ۸ سے 
٣‏ - إذا كانت سم مموعة ما فأثبت أن 
ہرم ۸ہ و < 85 

البرهان : لدینا : 

إن رس دمیم) ۸ (س د 9)) 


سم ۵ م = 
وما أن ء هي الحموعة الخالية فليس بینپا وبين سیم أي عنصر مشترك 
أي أن جموعة المناصر المشتركة هي المجموعة الخالية أي ,أن : 


سل 0 2 = و 


۸۳ - إذا كانت سم » رع ٤‏ صہ فاثبت أن : 
(زسرم مرع) م صم = مرم م (ع ‏ وصم) (خاصة 
قابلية الدمج ) 


۱۳۳ 


البرهان : لدينا : ( هرم م.م ) م صم 
=( س وسرم 0 ع ) ۸ (س و صم ) ) ( تعریف التقاطع ) 
= | ((س و سح) ۸ (س د ع)) ۸ (س‌د صہ))(تعریف التقاطع) 


ارس دسيم ١)‏ (( سدع )۸ (سدصہ))) 
( قابلیة الدمج في عملية الربط یہ م ) 


ع ((س د سم ) ۸ (س دیع م صہ)) ( تعريف التقاطع ) 
= سم ہ رخ ٩‏ صم) ( تعريف التقاطم) 
ملاحظة : 
يكن استخدام جدول الانتاء لاثيات صحة ا حاصة السابقة کا في التمرين 
ا عاول رقم ۹ ( حاول ذلك بنفسك ) 
۸ - إذا کانتہ سیم 4 رع ؛ صہ ثلاث مموعات فاثبت أن : 
( ) سہ ن (ع م صم ) = رمرم ن رع) م (سہو‌صہ) 
( خاصة قابلية توزيع الاجتاع على التقاطع ) 
(ت) سم ۸ (ع نا صہ ) = رسیم م ع) لا رسیم موصم) 
( خاصة قابلیة توزيم التقاطع على الاجتاع ) 
(<) تحقق من صحة الخاصيتين (() » (ب) من اجل ا جموعات: 
عزم +2 )مو عدزع و2 .]6م صم ع )4م 


19 لدينا : سم ن (رع م صم ) 
= س : (س دسم) ۷ (س دیع 0 صہ ) ].( تعریف الاجتاع ' 


۱۳ 


> لس : رس د سرم) ۷ (( سد ع) ۸( سد صرم)) | ( تعريف التقاطع ) 


ح(س : [ (س دسح) ۷( دع) ]۸ 
[ ( س د سہ) ۷ رسة صہ)] 
( قاباية توزیع الربط ب ۷ على الربط بم ) 


عد لس :(س د مرم نارع) ۸ (س د سم را صیم) ) ( قعریف الاجتاع) 
لاس د زیم بارع ) م (سہ باصم )] ( تعریف التقاطع ) 
= (زسہ۔رغ) زرم و صلی 

(ب) لدينا : ميم م (ع ن صم ) 
عت ؤس : (س سم ) م (سويع و صم )| ( تعريف التقاطع ) 
= (س :ر س و سرم) ۸ ((سد رع) ‏ (سد صرم) )1 ( تعريف الاجناع ) 


= س :[ (س سم ) ۸ (س دیع ) ] ۷ 
[ ( س د سہ) ۸ رس دصم) 
( قابلية توزیع الربط ب م على الربط ب ۷ ) 


تت ؤس : ( س د ميم ۵ ہے ) ۷( سد میم ٣‏ صہ)] زتعریف التقاطع ) 
(س دس 3 (سوم و ع ) لا رسیم و صہ)) زتمریف الاجهاع ) 
= ( سم مام ) ن ( سے ۸ صہ) 
(ح) من اجل تحقق ا حاصة الأولى لدينا : 
ےد وا ری دیج 
=( 


{ot} u {ter <r }= (rien و سم نازع‎ 
0پ‎ 


۱۳۰ 


ولدينا سم u‏ ع u {t+}‏ 1۱۵۰۳۲۲۱۱۲۵ 
و سم ن مه |۷0۳۰۲(»ه) ع( 001/۳۰۲ 
صہ) 1۱۰۰۱۳۰۲۱۶ {oct <r r} n‏ 


س(۱٣٤٤٤م)‏ زفق 
وعقارنة (۱) > )٢(‏ نجد أن الخاصة الأولى محققة . 


ومنه (سیہ۱ع) ہ سكيل 


ومن اجل تحقق ا حاصة الثائية لدينا : 
2 06 9 }4 ری ہب و یں 
ومنه سم م (ع لاصہ) سے 10/۱۳۱۸6۴۲۲ 
دزعم )؛) 0 
ولدينا یضاً : سیم ماع ۳۱-۰۴۱۱۱۳۰۲ 
و سم م صہے(٢۶٢٤٤۱)‏ ۰۰۰۱۱ (j=‏ 
ومنه (سمع) ن (سرم وصرم) د زم 2 4( ‘r =f} u‏ 4{ )9( 
وبقارفة ()” 4 (۲)" نجد أن الخاصة الثانية محققة . 
۵ - اذا كانت سم و ع جموعتين ما فاثبت أن : 
(۱) سم ۱ ع د سم (۲) ميم ملي دامج 
البرهان : 
من أجل أي عنصر س د سہ ماع لديا : 
سد سم ۸ ع به سدسہ وس و اع 
وینتج من ذلك نقیجتان : 
(۱) س دہ مع سے س دسے وهذا یکافیء : 
مرم و ع د سم وهو الطلوب الأول 


۱۳۹ 


(۲) س د سح مع سے س2ع وھذا یکافیء : 
سم ع دع وهو الطلوب الثاني 
۹ - اا كانت سم و ع و صم ثلات موعات وکان : 
سيم د سم و صم دع فاثبت أن : صم د سم و ع 
البرهان : من أجل کل عنصر س د صم لدینا : 
س 3 صہ ے س 3 سم واس دع 
لان صرم ج سرم و صم و بع فرضا 
ومله س 3 صم ہے س د سوم ۸ يم ( تعريف التقاطم ) 
ا صم د سم ۸ ع ( تمریف الاحتواء ) 
۷ - اا کانت موہ و ع جمرعتين ما فأثيت أن : 
ميم و رع جم سے ٥ع‏ = سم 
البرهان : طريقة آوئی . 
أولا : لنفرض أن سم د رع ولنثبت أن سم م رع = سم 
لدينا سم م ہے د سم (۱) ( التمرين ۸۵ ) 
وبا أن سم و ع فانه : 
۷ س 3 سم جه (س د موم)م (س تع )هس وموم و ع 
ومنه فان سم و سم مع (۲) 
ومن )١(‏ و (۲) ينتج أن سم و ع سم 
ثانیا : لتفرض بالمکس أن سم و ع = سم ولتبرهن 
أن ميم و برع 
في الحقبقة ٤‏ من أجل كل عنصر س و سم لدينا : 
من 3 سم عه س دس ۸ ع 


وذلك لان میم سم مع (فرضا) 


6) 1Y 


ومنه س3 س , ہے س د سہ وس د ,ع (تعريف التقاطع) 
ومنه س د سم سے س دع 
رمنه سم داع ( تعريف الاحتواء ) 
طريقة ثنية : 
اولاً . لفرض أن سم د وانثت أن میم مع = سم 
في القیقة » لدينا سم دع (فرضاً) 
و سم د سہ 
ومن هاتين السارتين نجد : سم د سم مااع ( الثمرين 5ه ) 
ولکن من المعاوم أن : سم م ع د سم (التمرين  )۸۵‏ 
ومن هاتين العبارتن نجد : سم م بے = سم 
ثانیا : لنفرض أن سم م زع سے سم ولنبرمن أن سح د بع 
في الحقيقة » با أن سے م ع ‏ سیم 
اذن ‏ سرمت سم مام 
رلکن سم ملم ديع ( التمرين ۸٩‏ ) 
ومن العبارتین الأخيرتين نستنتج أن : 
سم دبع ( التمرين 5م ) 
۸۸ - أئت أن: 
بع ن سم د صہ با سروم (۱) 
ر رع م سم و صم م سم (۲) 
البرهان : من أجل كل عنصی س د .ع لدیتا : 
س وع سے س وع ں سم (تعريف الاجقع ) 
ہے س دص با سے ( اعتاداً على (۱) ) 


۱۳۸ 


ولکن : 
س د صہ فقط 
س و ترم ن سے ے أر س د صرہ و سم جب س د طلم 
أو س د سہ 
ومن الحالة الأخيرة یکرن اس دع م سم لأنس داع اص 


ومنه ينتج س د صہ م سم ( اعتاداً على (۲) ) وھذا 
يؤدي الى س و صم . وف جميع الحالات تلاحظ أن : 


س د ع نه س و صم 


أي أن بع د صم 


: أوجد موم في الحالات الآتية‎ - ٩ 
2» ك = ۱ »نب 4ج »و ) وسم = [ت‎ )۱( 
(j= ك = ۱6۱0۲ وسم‎ )۲( 
ك = جموعة الأشكال الرباعية في مستو‎ )۳( 
7 سم = جموعة المربعات ف هذا الستوي‎ 
سے = جموعة الأعداد الطميمية‎ )4( 
سوہ = س :س ت۲ بت واب دط)‎ 
: الحجل‎ 
: حسب تعريف المتممة يككون‎ 
موہ = إس: رس دك) م (س و مرم)|)‎ 
: وعليہ تجد‎ 


sep - سم‎ )( 


۱۳۹ 


(0) سے r‏ 
(۴) میم = ی :س شكل رباعي لیس مریما) 
)0( سم = اس :س سح حدط) 


۰ - ظلل سح في الأشكال الآتية : 


سے 
2 


الشکل (۱:) ااشکل (۱۷) الشکل (4۸) 


ال : 
نظلل الجزء الباقی من ک فتعصل على الأشكال : 


الشکل (۱ه) 
فآ و حد متمیات جمیع 


إن جمرعة آحزاء ڪ هي : 


0ة را 
A>}‏ ھڑ(طءہ) 
{>F}‏ زف << P=} {o}‏ 
۹۳- أثيت أن : سہ دع کہ ع' د سم" 
البرهان : من أجل کل عنصر س ہئع' لدینا: 
س د ع" سے س فوع )١(‏ (تعريف المتممة ) 
وبا أن سوم د ع فرضا فإن ردعاے س و سے 
ومنه يننج أن (۱) تصبح : 
س دوع" کہ س و سم 
أو س ولع" مه س و سہ' ( تعريف الملممة ) 
ومنه بع د سہ' 
۴۳ ب إذا كان میم وق جزئين من جموعة کلية مك فاثبت أن : 
(() (سہ u‏ )= سم" وع" 
(ب) ( یہ مع )' = سم" ن ,ع" ( فانون دو مورغان) 
البرهان : 
(() لنبرھن أولا أن (حہںع)'دسہٴ۸,ع' () 
في الحقیقة » لدينا : 
س د (میہ ن رع)' مه (س هو ك ) م ( س و سہں ع) (تعریف‌التممة) 


۱۳ 


سے ( س و سم ) م ( س فلع ) (الفقرةه8) 
سے (س و سم" ) ۸ ( سد ع ) (تعریف التممة ) 
ے س د سہ' م ع' 

ثم لنبرمن أن: سیم ماج د (سہںع)' (۲) 

في الحقيقة لدینا : 


س د سم" و ع" سے (س د میم ) م ( س بع" ) ( تعريف التقاطع) 


> (س‌ومیہ) م (س #ع) 
سے س و میم را ع (الفقرة (۲۹)) 
سے س د ( سح ن ع)' (تعريفالمتسمة) 
ومن (۱) و (۲) تحقق الساواة (]) . 
(ب) نتبع الاسلوب ذائه الذي استعملناء لاثبات (۲) . 


6 - إذا كانت کے ۹۰۷۵۰۳۲۱ و ۷۲۰۰/۴۳۱2 


ال : 


وات ع(۱ ۵ آوجد : 
u (0 + )۱(‏ 0( شا ات هط وت 
(ه) ( بات (5) ( مت 


ماذا تستنتج من مقارنة نتبجني (۳) و )٦(‏ ومن مقارنة نتبحي 
(4) و (۵) . 


(۱) ۸" تتکون من عناصر سے التي لا تنتمي إلى ( أي 1۹۱-۲ 
(۲) ت' تتکون من عناصر ك التي لا تنتمي إلى ب أي تا [ ۷۰۳ 
(r)‏ رات {vera}‏ 

؛) ۲م ہ' > ه 

(۵) ] ناب = (۴ ۹0۱۷۲۵ وله ( u‏ ت )=4 


۱۳۲ 


رام مت = {o}‏ ومنه ( ° مت ااے (۷۰۰۰۲۰۱) 
بقارنة نتيجتي (۳)و (0) لنجد: ( ۲ و بط نات 
وعقارنة نتيجتي )٤(‏ و (ه) تد : ( إن ت )گے مب أي 
آن الجموعتين ( و ب تحققان قانوني دو مورغان . 

۵ - آثبت أن : سم م ( سم با ع )۲ < و . 
البرهان :. لدبنا على التوالي : 
سم م (سم راع )'ح سہ ۸ رسیم" ہ ع!) (قانون دو مورغان ) 
= ( سمم سہ') م .ع/(خاصةالدمج) 
= ه ۵ ع' (الخاصة ۳ الففر:۳۹) 
= چ (الحاصة ‏ الفقر:۳۵) 
٦‏ - إذا کان سيم ماع = م فاثبت أن سیم داع . 
البرهان : من أجل كل عنصر س د سیم 
لدینا: س و هوم بے س وع لان مرم م رع = م فرضاً 
ولکن : س وع جه س د .ع” 
وعليه فإن: س د سم به س د ,ع! 
رهذا نکافیء : سم د ,ع! 
الفرق : 
۷ - عبتن الجموعتين ات وب م في كل من الحالات الاتیة 
کت یتر و یر یرجہ 
ناك (؛ ٠٢‏ ۹۲۸۲۱۷۲۱۹۲۷) 
۲٢٢( 2 ۸ (r)‏ ۳ئ64 ہے 0 فل 


۱۳۳ 


الحل : 
إن 
إل ب 


وإن 


]۲( بے‎ 1۸۰۰۰۱۰۲ = ( (r) 

©( ۸ - 1۸۰۰۰۲۱ ناك ۹۷۲۰۵۰۳۰۱ 

(r= ۱ (o‏ د-[) 

(د) م" = رم (موعةالأعدادالحقيقية) ب = ع ( جموعة الأعداد 
العادية ) 


الجموعة م اب هي موعة المناصر التي تنتمي إلى ( ولا تنتمي 


امجموعة ب - م هي جموعة المناصر التي تنتمي إلى ب ولا 


تنتمي إلى .. وعلى ذلك نجد : 


3) 


-۹۸ 


الحل : 


وب( ۱۳۰۲۰۱ ¢ بت ۱۰۸/۷۱2۵ 
ا بو 

بت [(524ام) 4 
إ-۔ہ۔(٢۲٢)۸۲۹۷۱۰)‏ ¢ ۔طھے( مويو 
e‏ ¢ س-(مد() 


(-ب ديج ع سے موعزة الأعداد غير المادیة 


نب مدع م 


ب بم سرع ب بيع = ت لعدم و جود عدد عادي غير حقبقي . 


بين باستخدام المخططات أن سیم ا رع عبدرع ‏ سم بصورة 
عامة . هل بساعد التمرين السابق على توضيح هذه الخاصة . 


الشكل (ہم) عثل ا جموعتین سم و ع والشکل (+ه) عثل المجموءة 


“مولام م 


.ع والشکل (4ه) عثل ا جموعة .ع - سیم ويتضح من الشكلين 


الأخيزين أن سم رع عن رع سے 


1 


الشکل (ؤه) 


وباستعراض نتائج التمرين السابق نلاحظ أيضا آن ساب عوتب م 
في جيم الحالات . 
9 - اذا كان سم و یم جزئین من جموعة ڪ فأئيت أن : 

سم داع = صم م عا 


لاینا: ‏ هرمت = س :( س د سہ) م رس وع )) 
( تعریف ) 
ولکن : سج جه س دع' 
ومن: سم-ع د لس : (س وسہ) ۸( س دیع )) 
ادن  :‏ سح عے سم مورع” ( تعريف التقاطع) 
۶ - من أجل أي جموعة جزئية سم لمجموعة سے اثبت أن : 
(۱) سوم - سم عام (۲) سرمت م = سوم 


۱۳۰ 


(ه) رماع تح هرم (حيث .م داك) 

البرهان 

(۱) لدينا سم - سے = سم م سم" ( خاصة ۷ء فقر:۲)) 
ومنه سم فوم و ( خاصة م » فقر:۳۹) 


(۲) لدينا سم و <سمم وا ( خاصة ۷ » فقرة؟)) 
سم ماك (خاصة ۱ > فقرةوم) 

ے سم ( خاصة ۲ > فقرةمم) 

(۳) لدينا ے ‏ سوم دم م سہ' (خاصة ۷ فقرة۷؛) 
2 ( خاصة غ » فقرةمم) 

( خاصة ۷ > فقرة1۲) 
سے سم ۾ و ( خاصة ۱ > فقر :۳۹) 

= ( خاصة ؛ » فقرة۳۵) 

(ه) لدينا سم سج صم مع" (خاصة ۷ > فتر؛) 
ولکن سم م ع' د سم ( التمرین ۸۵ ) 


| - أثبت أن سم راع ے(سہ-ع) ايع 


البرھان : 
لدينا ( سوم - يع) ن رع = ( ميم ۸ ع۱) اع ( الخاصة > 
الفقرة؟؛1) 
درسم (E u‏ م (#© (E U‏ 
( الخاصة التوزيمية ) 
= رمرم نيع ) م بك (الخاصة ٤‏ 
الفترق۳۹) 


۱۳۹ 


د موم راع ( الخاصة ۲ > الفقرةه*) 
۴ آثبت أن عدسہ جه (مرم اع ) نا ع سم 
البرهان : 
لدينا (سوم يع ) زع سوم ن ع حسب المسألة السابقة 
ولكن ( سم ں المح سرم ) جه رع د سم 
( التمرين؛؟ ) 
إذن: (ميم دبع )ن رع ح سم ج ع د سم 
الفرق التناظري : 
۳ - غيّن المجموعة سم A‏ رع في الحالات الآتة : 


(0) سم (0۳۲۰۱) ¢ 


77 
۳( لي 6 ع<(۱ ۷۲) 
رج صمت( ۱ 4 ع-(0۱۳۰۱) 
9( (٢۱ہ۷۶)‏ € {=a‏ 
(۵) سہے م 4 ع دما 


الل : ۱ 
بتطبيق تعریف سوم .ع في کل حالة نجد : 
رم سہشجع - (۱۰۰۰۲۰۱) 


{ocr} - سموع‎ )( 

)¥( سہاع ےئ "5۲) 
)+( سہفےع - ۱٢ ٢(‏ ۷۶) 

() سم ۸۵ ع - (۲) 


۱۳۷ 


٤١‏ - إذا كانت ك جموعة الثلثات في مستو . و میم (س :س 
مثلث متساوي الساقين) . ع = س :س مثلث قائم | . مم 
تتکون المجموعة سم A‏ ع . 


ال : 


حسب التعريف لدینا : 
سم ۸ ع = ؤس : (س ميم وس 6.9 ) ۷ (س واج 


وس و سم)) 

ومنه میم ۸ ع = س :اس مثلث متساوي الساقین غير قائم أو 
مثلث قائم غير متساوي الساقن ) . 

۵ - آثت أن سم ۵ ع = (سہ۔ع) لا (ع مرم) 


البرهان : بانشاء جدول الانتاء الآني : 


اس ۸ عا سے اع اع - سوم ا(سرہع)ں رع -سہ) 


سہاع 
1۳5 8 8 
١ ١٦‏ ۱ ۰ 0 
١ ۰ ۱ ١‏ 0 
۹۷ تس 4 E‏ 3 
28 جدول جدول حدول جدول الاجتاع بناء على 
المجموعتين الفرق الفرق _ الفرق 0 
المفروضتين التناظری بناء‌علی ‏ بتاء على 
بنا على “٢ ٢٢‏ 
۲ 


۱۳۸ 


وبقارنة الممودين ٦٦٦‏ يثبت لدينا أن للجموعتين 
سم شرع ررسہہخ)خ)ر(ع۔سہ) 


المناصر نفسها . 
-٦‏ أثيت آن سم ۵ ع = عع ۵ سم 
البرهان : 


سینا سہشع = (سہہع) ن (ع-سم) 
(الخاصة ١‏ » الفقرةهع 
أو سہشعےد(رع۔سہ) و رسم-ع ) 
( الخاصة التبديلية للاجناع ) 
= اع ۸ رہ ( الخاصة ١‏ ء الفقرةهع) 
۷ -۔ من أجل أية جموعة جزئية سم من موعة حك أثبت أن : 
(۱) سہ ۸ م سم 6 (۲) سہےمسہےو 
البرھان : 
(۱) سم ۸۵ مع ( سم و) لا ( وه - سم ) 
( الخاصة ۱ » الفقرةه؛) 
= سم ن م ( ا حاصتان٣و‏ » الفقرة؟؛) 
= سم 
(۲) سہ ۸ سہے رسیم سم ) ن ( سم سم ) 
( الخاصة ۱ الفقرةه؛) 
= ها ناه ر الخاصة ۲ » الفقرة٤١)‏ 
دام 
۹۰۸۷ -إذا كانت سم » رع » صرم ثلاثة جموعات جزثة من جموعة ے٤‏ 
فأئيت أن : 


۳۹ 


( سم ممع ) ۸۵ صم - سم 8 (يع م صم ) 
( خاصة قابلية الدمج ) 
البرهان : يمكثنا التحقق من صحة العبارة الفروضة باستخدام 
المخططات » ناخد المجموعات سم » ع » صم الممثلة 
بالشكل )٥٥(‏ . 


الشکل (۷ه) 


الشکل (هه) 


ننشی, سم ۵ ع کا في الشكل (۷ه) » ثم ننشيء الفرق التناظري 
ل سم ۵ ع و ص. أي آننا نظلل المناصر التي تنتمي ل سم ۵ 
ولا تنتمي ل صہ والشاصر التي تنتمي ل صہ ولا تلتمي د سم ۸۵ ع 
فتحصل على الشکل (لاه) . 


وبئفس الطريقة نعيّن أولاً المجموعة .ع ۵ش صم کا في الشككل (مه) 
ثم نعيكن الفرق التناظري للمجموعتين سر و رخ ۵ صہ کا في الشکل (09) 


الشکل (مه) 


وبقارنة الشكلين (۵۷) (وه) تتحقق صحة المساواة المفروضة ويمكن 
أثياها بصورة عامة کا بلي : 


طريقة أولى : نشکل جدول الانتاء اي : 


ہے ع | صم | سح ع | (صسضع) ۵صہ|(ع۵صہ سے (AE)‏ 
١ ۰ ۱ 0 2۸320‏ 
8 ۱ ۰ ۰ 1ں ۰ 
۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ 
۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ 
١ ٩۱ 7‏ 5 ۰ ۰ 

١ ١ ۱ ۱ ۱ 
۱ ۱ ۱ ۰ ۱1۰ ۰ 

٦ 3 1 ۳‏ ۷ 
تخت عدت :ایھب شیا بس یک مس سی سی لیت 
جدول الفرق الفرق التناظري الفرق الفرق التناظري 
ا مموعات التناظري من ۳ التناظري من 1۱ 
الفروضة ‏ من ۲۰۱ من ۲ ۳۰ 


وعقارنة العمودين ٥‏ ینتج الطلوب . 


طريقة ثانية : اولا: پوس د(سہ ۵ ع) ۸ صم لدينا : 


(۱) س و سم ۸ رع واس 8 طم 
سد( سہ ۵ ع ) A‏ صم (۲) س 3 سم ۸ ع وس و طم 
ولکن : 

س و سم و س و اج وس و صہ 


(۱) عه 
س ۾ سم و س وع وس وہ 


۱۹۱ 


20 س و سوم وس دنع وس و صم 
و 
س 3 سوم وس و ہے وس د صم 


ثانيأ : پ س د سم ۸ (يع ۸ صہ) لدينا : 


( (۱) س د سم وس 4ے ۸ صم 


س دسہ ۸(۵ ۵ > ) ۱۳ ری س و ميم وس وبع ل صہ 


ولکن : 

00 س د موم وس دیق وس دصہ 
س د سم وس زج وس # كيم 

ا ( س و هرم وس ديعم وس وہ 


أ س فو سم وس وع وس دہ 

وبقارنة نتائج ( أولا ) و ( ثانا ) نلاحظ ان اللجموعتين 

( سم A۸‏ ع ) ۵ صم و سم ۸ (.ع ۸ صرم ) المناصر نفسها . 
۹ - آثبت أن سم مع درم اع) -(ع م سح) 


البر‌هان : عکننا أن نتحقق من صحة المبارة السابقة باستخدام 
احططات . ناخ ا جموعتین س وع المثلتين 
ہالشکل )٠٦(‏ . 


الشكل )٦٦(‏ الشكل (3۳) الشکل )٦٦(‏ 


وننثىء مخطط سم ۸ع کا في الشکل )٦٦(‏ ثم ننشیء غطط 
سم ن ع في الشكل )٦٦(‏ وخطط سم م رع في الشكل (30) ثم 
خطط ( سم با ع)- (سوم ۸ ,ع) في الشكل )٦٦(‏ وبالنظر في الشكلين 
)٦٦( )۷۸‏ نتأكد من صحة السارة الفروضة. . وعکن اثباها بصورة 
عامة کا بل : 


طريقة اولی : نشکل جدول الانقاء الا ی : 


سوم اع امم ۵ ع یہ ںا اع اہ و نع اسہ ان اسم ہے ۱ 


۱ ۱ 8 ۱۱ ١ 
١ ۰ 1١ 1١ ۱ 
1١ ۰ ۱ 5 ۱ 5 
5 ٠ 1 ۳ ۳۰ ۱ 


جدول "فرق لاجقاع التقاطم ‏ الفری من 644 
امجموعتين التناظري .من ۲٢٢‏ من ۲۱ 
الفروضتین من ۲٢٢‏ 

وعقارنة العمودين (۳) > )٦(‏ بنتح المطلوب . 


)۱۰( ۱۳ 


طريقة ثانية : 
لدينا : 
سوم نع ۔ع مسرم = زسم نع ) م (ع م سہ)' 
( الخاصة ۷ » الفقرة7؛) 
= رمرم نر ع) م (ع”ن سرم) 
( دو مورغان » الفقر ۳۹6) 
= [ ,سم اع ) u ] '& n‏ [رس نع ) ٩‏ سم ] 
( قابلية توزیم التقاطع على الاجعاع ) 


= [رسم (E. n‏ الع ممع" )] u‏ [ سم سم) بازع مسرم')] 
۱ ( قابلبة وزيم التقاطع على الاجقاع ) 


پ6 e ju‏ ا(ع مومسم ) ] 
( الخاصة ۳ > الفقر ۳۹۶) 


< ( سہ م ( ( E‏ مسرم“ ) 
( الخاصة ۲ » الفقر ۳۱۶) 


ر سم ديم ) لا رع - سم) 


ر الخاصة ۷ » الفقر 1۳۶) 
= سہ ۵ ع ز الخامة ١‏ » الفقرةه4) 
جبر المجموعات وعبدا الشدوية : 


: بفرض سم ۰ع جزءان من جموعة حك مبرهن أن‎ - ٠6 


( سم ماع)ن ( سے ماع ) = سے 


الحل : لدينا : 


سیم وع )ں ہم ے') 


1۹3 


1 


سم م (يع نع ) ( قابلية توزيم التقاطم على الاجماع ) 
سم مات ( خاصة؛ الفقرةوم) 


= سم ( خاصة۲ الفقر ةہ۴) 
1۱۹ - بفرض سم»ع » صہ ثلاثة أجزاء من موعة ك فبرهن أن: 
سوم - رع - صرم ) = ( مم ايع ) لا ( سوم م صم ) 


ال ؛ ینا سيم (يع.. صہ) 


= سم - (ع ۸ صہ') ( خاصة ۷ الفقرة ۲ ) 
= سم و (ع ‏ صہا)' ( خاصة ۷ الفقرة 4۲ ) 
حشرم م (ع۲ ل صم ) ( قانون دو مورغان الثاني ) 


سے سم ۸ ے') لا ( سم م صہ ) (قابلیة‌توزیم التفاطمعلیالاجناع) 

سے (سم-.ع ) ا ( سم ١ص‏ .) ( خاصة ۷ الفقرة ۱۲ ) 

۴ - بفرض سم ء يع » صم ثلاثة أجزاء من موعة حك فبرهن اُن: 
سہ۔(رع 0 صرم ) = ( سے - يع ) لا (سہ صہ) 

اغل : لدينا: سح - ( ع ۰ صی 

= سم مازع ۵ صہ)' ( خاصة ۷ الفقرة؟؛ ) 

دسم م (ع" ن صہ!) ( قانون دو مورغان الثاني ) 

(سہ ماع') نا (سموصم) (قابلية توزيعالتفاطم على الاجتاع) 

= ( سم-ع )ن (سم-۔صیہ) (خاصة ۷ الفقرة ۲ ) 

۳ - بفرض سم »ع ٤‏ صہ ی أربعة أجزاء من جموعة ہے 
فبرمن أن : 

(سہہع ) ۸ (صم -ی ) =( سہ ۸ صم)-(ل ناى) 


۱1 


الل : لدینا : (رسہ۔ع)ہ(صہ۔ی) 

=( مہ ۸ ع') مہ (صہ ی" ) (خاصة ۷ للفقرة ؟4) 
دسم و (ع 0 صم) ۸ ی' ( الخاصة التجميمية للتقاطع ) 
دسم 60رصم ۸ ع ') ۸ ی' ( الخاصة التبديلية للتقاطع ) 
= زسیہ م صرم ) ٥‏ (ع' م ى') (الخاصة التجميعية للتقاطع ) 
درسم ه صم) ۸ ( ع ںی  ')‏ (قانون دو مورغان الأول ) 
( سم م صم)- (ع لای) (خاصة ۷ الفقرة 1۳۲ ) 


ع ۱۷ - |ذا فرضنا سم »رع جزأين من جموعة حك . فيرهن أن : 


سم د رع جه سم ماس و جم ہا لا ع = سے 


اضل : لدينا : 

سم و ع جه سم س ع = ( تعريف الفرق ) 
جه سم ع' = ( خاصة ۷ الفقرة؟؛ ) 
جه ( سم0ع۲)اع و 
جے سم لا (ے )= ڪ ( قانون در مورغان الثاني 
جب سم لا بع ڪڪ ( خاسة۲ الفقرة ۳۹ ) 


۵ - أرجد ثنوية کل من التطاہقتین : 
2-5 سم م ( هوم با رع ) سم 
5 (سرم م 2 ) ں ( هوم لا ہے )= حك 
الحل : 
5 يكفي أن نضم في التطابقة الفروضة الاثارة ں عوضاً عن ٥‏ 
والاثارة ۸ عوضا عن را فتحصل على ثلويةما وهي المتطابقة ؛ 


سم لا (سہ ۸ع ) = سے 


4% 


5 - نبدل في التطابقة الفروضة الاشارة ره ب ہ والاشارة م ب له 
ونبات وكداه فتحصل على ثنويتها وهي المتطابقة : 
( سم ناح ) r)‏ م و)ع و 


: برهن صحة المتطابقتين‎ - ٦۷ 


5 (سم ۸ ک) ل( مام )ع سم 
5- (سم نا م ) ۸( لات )- مرم 


ال : 
5 لدینا : 
سم ۸ کے سم و برع و و = و 
وبالتالي: (سہ م ك) لا (ع م 2 )= هرمن و سم 


- با أن التطابقة الثانية هي ثنوية التطابقة الأولى ويا أن الأولى 
صحبحة فثنويتها وهي التطابقة الثائية صحيحة أيضا . 
۷ - آثبت أن: (سہدع رع دص ) عه سم د صم 


الل : 

إن سہ دع جه سہ ۸ے ےرہ ای ران 

دف التقا 
رھ دعم ج لے رصم ماع ]میں ِ 
بالتعویض من (۲) في )١(‏ نجد : 

( سم ع) م صم سے 

أو سم ۸ ( ع 0 صرم ) > سم ( الخاصة التجميعية للثقاطع ) 
أو سم م صم سے سم ( بالتعويض اعتاداً على (۲) ) 
ومنه سو صم ( تعريف الثقاطع ) 


4Y 


تمان نول 

الاجتاع : 

۸ - لتكن سے موعة طلاب الصف الأول الثانوي في إحدى 
الثانويات العربية . 
و سرم = اس :س داك ومتفوق بالرياضيات ) 
و ع = اس :س دك رمتفوق بالفبزباء) 
٩‏ - عبن المجموعة سم ن اع ۲ - إذا کان س طالبا د ك 
ومتفوقا بالریاضیاث وبالفيزياء فہل س د سح نا يم . 

۹ - أوجد سم ں ع في كل من الحالات الآتبة : 
=< ¢ عد( 
7 سم-((ت»<) ¢ =|( 
لأا سم< |۱۲ 6 ۓے(؛) 
- سم-۱ »0۰ 6 ع-<(+»-]| 


۰ - ظلل سم ن رع في کل من الأشكال الآتیة : 


)٦٦( الشکل‎ )٦٦( الشكل‎ 


۱1۸ 


)٦۸( الشکل‎ ( )٦۷٦( الشکل‎ 


: د اذا كانت سم دع وصہ جموعة ما فاثبت أن‎ ١ 
سم ن صہ د بع نا صم‎ 


۴ - اذا كان سیم ن ع = م فأثبت أن : 
سم = و و يتمع و 

التفاطع : 

۳ - أوجد ( ماب في کل من ال الات الآتیة : 


ک مع 6 و 4 ب رر رج 


پچ ہہ وریتیہ نس یں 

۳ - ۸۰۷۰۴۱2 6 بت عل(ه ۷۲۰۳۰ 
كم 400 x)=‏ 
- (<(1»۲۰۰] 4 بت (۲ 06۳ ] 
“مط 4ب 


۲۶ - اذا كانت سم جموعة قوامم العدد 4 > وع جموعة قواسم 
المدد ۱۸ فاوجد سم ۾ ع . 


۵ - ظلل میم م بع في كل من الأشكال الآتية : 
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الشکل )٦۹(‏ الشکل (۷۰) الشکل (۷۱) 


۷٦‏ - لتکن سم جموعة طلاب مدرستك الذين لاتقل أطواهم عن 
۰ سم و بع جموعة الطلاب الذين لا تقل أوزاهم عن 5 
کغ. مم تنکون الحموعة سم م.ج ؟ ومق تکون هي 
الحموعة ال حالیة ؟ 

۱۳۷ س لتكن سك مموعة الأشكال الرباعية في مستوي و 
مسرم = (س : س وک وس متوازي أضلاع | 
2 = (س :س داك وس مستطیل ) 
صم = اس :س داك وس ممين] 

مم تتکون الجموعات سم ۸ ع » بع م صم 2 سم و صم 
۸ - لشکن (س »ع) نقطة في مستوي ا حورن الاحدثيين و ماع 
موعت النقاط : سیم = ( (س* ع ) : س٤‏ ع د وس سع < ۰ 
د ع >[لسعع):سكعدن {SEs‏ 
و صم س((سکع): ساع دبادع >س دع<۱] 
١‏ مل على مستوي ا حورن الاحدائیین سم م ع٠‏ 
۲ - مثتل على مستوي ا حورین الاحدائشن ( سم ۸ ع ) رصم 


۹ - اذا كان سم د صم فاثبب أن : 
سم 0 ۶ وصہ 
۰ - من أجل أي جمرعتين سم وع أنيت أن : 


۱.۰ 


سہم غ د سہ ل ع 


كيف تصبح هذه العبارة إذا کان سم ,ع ؟ 


۱ - من أجل أي جموعتين مہ © .ع آثبت أن : 
سم = ع ہے سم ل ع < سم و بع 
۳ - إذا كان سم د ع وکانت صم جموعة ما فائبت أن : 
سم یہ د بع ‏ طم 
المتممة : 
۳ - إذا كانت سم > موعة جيم الأشخاص السمان 
بع = مموعة جيم الأشخاص القصار 
:2 مم تتکون الحموعات 
مسرم" ع 6 (سرم ارع)' 6 رسہ۱ ع)' 


۲ - هل تحقق سم و رع قانوني دو مورغان . 


۳٤١‏ - لتکن ڪ جمرعة جميع الأشخاص 
و سم = }س :س شخص عري) 
و ع = إس:س شخص یشرب الشاي) 


و سكم = س :اس شخص مسن] . 


مم تتکون الجموعات التالية : سیم" » سم م ع ٤‏ ع ا صم!» 
(,ع ن صرح ) » ( سم ۸ع ) ۸ صم » سیم نا ( ع و صم ) > 
۶ تع سروم لع خا ؛ ع ۾ صہ' ° .'(r n E.)‏ 
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۵- أئبت آن :”كت سم وع = (سہ' ١‏ ع')' 


5 سم و ع = ( سم" نع )1 


الفرق : 
۷۹ - عبن المجموعة سم في کل من الحالات ال تية : 


كد سمل تج و (م و 2] 
e‏ شا 
ع سہ = ال رب رر وی -(ه بط (2e‏ 

(s> += كد‎ 

وس سيد ]الاب 2۰ | 

ee 9 
(>c) ہ۹ س‎ 

وج اد 

4 سم = | س : س متوازي أضلاع ) - (ٍس:س مستطیل) 


۷ - ظلتل سم - بیج في کل من الأشكال الآقية : 
تاليا 2 


5 


الشکل (۷۲) ال اس (۷۳) 


ول 


الشکل (۷۱) الشکل (۷۰) 


۸ - في الشکل (۷۷) 


۳ 2 
٦ہ‏ مسرم | الاساع نها 
۳ مرمماع ںہ سہ۔ع > 
و جع سم سم ل ع الشکل (۷۹) 
9"( - اکتب بشکل أبسط كلا من ا مموعات اة : 
٦‏ سم م وا 4 7۲ سم ں دا 
۹ سم سم 6 ٦‏ سم م كا 
۰ ۱ - آثبت أن ع سم هو جزء من مرم . 
الفرق التناظري ر: 
۱ - عتن المجموعة هرم في كل من اطالات الاقبة : 
5- سیہے »تج A‏ جوم 


5 ۰۱۵۱۰۰2۰۰ 
7 سمت (( ۱۰ >( ھ(٥۶م)‏ 


۱۳ 


أ سمح [(2ب2-] 4[ ) 
ہے سم-() ۵0۰۱۵ ) 


۳ - إذا كانت م = جموعة جیم الأشخاص القصار 
ب = موعة جم الأشخاص السمان 


مم تتکون المجموعات : ساب 2 تم 34 vA}‏ 


۳ - ظال سم 4 ع في كل من الأشكال الآتية : 


الشكل (۷۹) 


جبر المجموعات ومبدأ الثدوية : 
٤٤‏ - أثبت أن : سم ن (سرم ۰۱ع)'ے ہے 
۵ - إذا كان سم م ,ع = م فاثبت أن بع م سہاعع 
۷٦‏ - إذا كان سیم م ,ع سو فاشت أن سم ا رع' = ےع' 
۷ - أتبت أن زمرم سا ع) معدم 
۸ - برمن أن سم ع = سم 0 ہے 
۹ - برهن أن ماع ع ۔ سے 
۰ - آثیت أن ث۵ تک( و ت؟) با رت (Po‏ 
0١‏ - أوجد ثنوية کل من التطابقات الآتية : 
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5-- (سح ۵ ع) ا (ے م ہ) =( سہ ن صرم) ماع 

5 - (مرم ۷ ع) م (سرم لارع') ص سم 

ع رع ن سہ') م هرم داع م سے 

1 - سمل (ع ‏ طم) ع(سم م ك)ن زع وصم) 
۳ - آثبت أن رسمه ک) ورهن سم')دم 


۳ - اثت أن زسمن 9 نا ( ک 0 سم )داه 


اوس وارشارات 
الاجتاع : 


۸ - ٦۔‏ سم ل بع = س :س طالب متفوق بالریاضات أو 
بالفيزياء ) 
5- كل طالب متفوق بالرياضيات والفيزياء د ميم ن رع 
( انظر ممنى أو في الفقرة ۷ ٤‏ 4”) 
8۹ - ا 0 


۰+۰0 ٩ ۰۱۰۲۱ =F 


۰ -- نظفل الأجزاء غير المشتركة والمشتركة إن وجدت فنحصل 
بالتدتیب على الأشكال الا تية : 


LL 
01 
2 


2 
2 
و 


الشکل:(ء۸) الشكل (۸۱) 


مغ 


ووا 


الشکل (۸۲) الشکل (۸۳) 


۲ - من العلوم أن سم ج سم نا رع ولکن سم لا ع = م 


الشکل 


اذن سم و ه ولکن و د سم ومله سم دت .. 
والثل نبرمن أن ع = و . 


۱۸۰۷۲۰۳۱-۲ “= و 
ہہ {r}‏ ا ۷ 
ای ہج 


)۸۹( الشکل (هه) الشكل‎ (As) 


٦‏ - سم م يع = إس : س طالب لا يقل طوله عن ۱۸۰ سم ولا 


يقل وزنه عن ٠٦‏ كغ ) . رتکون المجموعة خالیة عندما لا يوجد 
أي طالب في المدرسة طوله ۱۸۰ سم على الأقل ووزنه ۰ کغ على الأقل 


۱9۹ 


۱2۷ 


عم صہ' = اس : س غير مسن ولا 


- 


رب الشاي | 


۱ 
رب الشاي | 


دش 


سم ماع 


١ 21‏ س : س عری و 


۶6 - سم 


وان ( سم 0 ۶ ) 
١‏ شخص غب 


س : س شخص غير عربي 


1 


سم" لا 42 


20 


-٦ -۳۳‏ سم 
2 
(سہ ۷اع)' 
(سم 0ع)" 


۲ واضح آن 


ة الاشغاص الذین 
سم ع) 


4 


= سم 


0 


موعۃ الآ 
مو 


اس 


اص الذين 


ل 
لیسوا سانا 


سوا سانا ولا 


أو 


قصاراً 
1 


را 


عة جم 
= هي جموعة جیما 


س 


اص الذین 


لیسوا قصاراً. 


سے مو 


1 


شخاص الذن لیسوا سانا » 


١ 


التممة : 


متقاطعة في الث 


5- (سوم م يع ) نا صم هو كذلك الجزء المظلل بخطوطہ 


0. 


ال 


)۸۷( 


۸۸ -۱*- سرم ورع هوالجزء الظال خطوط متقاطمة في الڈ 


(ay) 


۷ - سم م ع = س :س دک وس مستطیل ) 


(ع ا صح)" ‏ = (س :س غير مسن ولا یشرب الشاي ) 

(سہ۱ع) مسرمحعد [س : س عربي ومسن ويشرب الشاي ) 

سم" نا (ع 0 صرم)ت ( س : س ( غير عربي أو یشرب الشاي) 
و ( غير عربي أو مسن)) 

A‏ = س : س يشرب الشاي أو لا يشربه ) = ڪ 

هرمن اع = إس :س عربي أو يشرب الشاي | 

ڪا 2 

,ع ۸ صہ' = ؤس : س يشرب الشاي وغير مسن ) 

(ع ۸ صہ') = إس : س لا يشرب الشاي أو غير مسن ) 


ملاحظة : 
يستفاد في كتابة الجموعات السابقة من خواص العمليات على القضايا 
( راجع الفصل الأول ) . 


: الفرق‎ 
ET (5 -۳۹ 


{sc><uepP} —‏ کات وق 
۵ سب وم - و 
۷- و ٭- (ھ) 


٭۔- (س :س متوازي أضلاع وليس مستطيلا | 
۰ صم* - (۰) 


۷ - في الشكل (۷۲) نظلل من مخطط سہ النطقة ا حارجیة عز 


مخطط رع فتحصل على الشکل (۸۸) . في الشكل (عم) لا 
يمكننا تظليل سم رع لأن سم - رع سح و . وف الشکل 
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)۷٤(‏ نظلل سہ فقط قتسصل على الشکل (۸۹) ۔ رض 
الشکل (۵ہ۷) نظلل مناطق طط سہ الخارجمة عن خطط 


غ فتحصل على الشکل ( 
الشکل (۸۸) الشكل ( 2 
ا ار 


)۸ إ۶‎ =F ۵/۱۱۸/۷۲۱ — 
۰0۱۱۱ =" ۱۰۰۹۰۳۰۲۰۱ - 
{oe ۶ئ١٤‎ ۸۲۶۷۲۱٦ر یئ‎ ( ے٦‎ 


هخم( دسم ۲ سے _۔سہ ٢‏ ہو 


9١5 ٠‏ - لدینا يعم ب سم د عم سم د سم" 


افرق التناظري 


(< بت‎ ۴ {AcscoeP} پا‎ - ١ 
س تج و »ما کت اج‎ 
کت‎ 

۳ - (- = (س: س شخص قصیر ولیس سمينا ) 


32 
ب م = (س: س شخص سين وليس قصيراً | 
ب عه وس ؛ س شخص قصير ولیس ممين) أو شخص 
مین وليس قصيراً ) 


)۱۱( 10۹ 


۴۳ - نترك الجزء المشترك ہیں حططي سح وخ ( ات وجد) 
بدون تظليل فتحصل على الأشكال (۹۱) ٤۶‏ (۹۲) 2 (۹۳) . 


الشکل (ده) الشکل )٩۲(‏ الشکل (۹۳) 
جبر ال جحموعات ومبدأ الشنوية : 
- موم ن ( سے ۸ ع )= سے ن (سم بارع" ) 
= (سرمن سم ) اع ص ک را اے کے 
0“ سمماعده جه رع - سومج ع جه ع 0 سہ' کے 
ج سم 0 2-2 
٦‏ - اعا على نتبجة الثمرين السابق نكتب : 
سہام ع شاع جه ( سم ۸ ع )اسدع' 
جه (مرم' ۳۷ ع۴ ساع' جه سح ا اسع' 


۷ (سم-ع )۱ عع(سم ‏ ع) 8۶ 


سح مزاع 6۶۱ )سم م مع و 
۱6۸ - سے ع سم و (ع۱) سم و ع 


۹ ۱ - لہہ'۔عا-دعہام ( )= ہ' ہے ع عم سم 
= ع ‏ سہ۔ 


- ۵ب ع((-ب) ات - (PF‏ ((مت؟) (Pnclu‏ 


1- 5- (سحنایخغ) م (ع ں سہ) = (میہ و صم ) راع 
7 (صہئع) ‏ (میہ۰۸ع)ے سے 
۴ یمن سے ,۶ ن سم 
4 ہم (ع وصہاے ر(سرمن ۵ ) م (ع u‏ صہ) 


۲ - (صہ0ھ) م زو ن سم )دسم میم" و 


۴ - محیحة لأنها ثنوية التطابعة السابقة . 


۱ 


الم لارآح 
ایجیتاء الد يكارق 


۸ الأزواج الرتبة Ordered pairs‏ : من انعروف أنه إِذا کان 
س فصل النقطة ب وع ترتیبہسا فاننا نرمز لبذء النقطة ب (س *ع) 
ونقول إن الزوج ( س “ع ) يمثل النقطة ب في المستوي حيث نسمي س 
الاحداثي الأول وع الاحدائي الثاني . کا أن اضافة الإسمين مد ومصطفى 
إلى بعضها يمطي اسم شخص معن اسمه مد واسم أيه مصطفی > 
ويمكن أن غثل اسم هذا ااشخص بالزوج ( عمد » مصطفى ) . 

نلاحظ ما تقدم ان الزوج (س> ع) عمفبوم بختلف عن مفبو. ۶ 
من س وع وأن هذا الفہوم مختلف بحسب الترتیب الذي تعطيه لى . 
فالنقطة (س *ع) تختلف بصورة عابة عن النقطة (ع »س ) ٤‏ کا أن 
الشخص الذي بحمل الاسم ( مد » مسطفی ) بختلف عن الشخص الذي 
مل الاسم ( مصطفی > جمد ) . 


تعریف : إن لزوج الرتب (س » ع ) هو کائن رياضي مولف من 
المنصرين س > ع مأخوذين بالتدتيب س ثم ع . نسمي س العتصر لأول 
أو المركبة الأولى و المسقط الأول لازوج المرتب کا نسمي ع العنصر 
الثاني أو المركبة الثانية أو السقط الثاني لذا الزوج ٠‏ 


ردیل 


ينع اعدم 
إذا کات "چب فان ( 4 ) و زب ۳( 
( ° ) = (<5) ہم رمد )م زبدو) 
( ۶ب  )‏ (< و) چم ( < ) با رت ی 
أمشلة : 
(rer) 5 (“1) ~1‏ 
(‘TV ( =‏ و ( )٩-۰۲۱‏ 
=F‏ | الات = ( س٤ع‏ ) جه س= پا ع < و 
۹ س الجدام الدیکار قي Cartisian Product:‏ ء Produit cartésient‏ : 
لنکن ال جموعتان سم ع {ocr}‏ و ع - |۰1:۰۲ إذا 


شكلنا جیم الأزواج المرتبة التي تفع مرکبتہا الأولى في ا جموعة الأولى > 
سوم > والمركبة الثانية في احموعة الثانية ؛ رع » نحصل على جموعسة 


يدة نسميها الجداء الديكارني للجموعةً سم 5 ا جموعة ,ع٤‏ وهي : 
DS‏ 


تعريف : الجداء الديكارتي مجموعة ما سم في جموعة ثانية ع 


هو جموعة جميسع الأزواج المرتبة التي تفع الر كبة الأول لکل منها فیا جموعة 
الأولى سم والمركبة الثانية ,في الجموعة الثانية ع ۔ 


نکتب هذا ابلداء بالشكل مرمع ریس ضرب ع ويكون: 
سح« ((س *ع): (ردسہ) م (۴٤ع))‏ 


مثال (۱) ان الجداء الديكارتي لمحموعة سیر( ۱۳ في ا لحموعة 
ح(إھم) + هو ا حموعة : 


۱۹۳ 


) (۳۰۳۰۲۰۱۱۰۳۰۱ 
EE ER 


آما الجداء الديكارتي لمجبرعة .ع في الجموعة سم فپو المجموعة : 
سم ۰۱۳۰۲۱۱۹۲۱۲۱۰ 
(<»۰)» (<۱) ۰ (<۳۰)) 

ويلاحظ أن سہ × ع چ ع × سم 


مثال (۲) : إن الجداء الديكارتي للمجموعة سیم = ( سال ؛ قاسم » زید) 
في المجموعة .ع = ( دمشق » القاهرة | هو المجبوعة : 
سوم × ع = (( سالم» دمثق ) » ( سال » القاهرة ) » ( قاسم » 
دمشق ) » ( قاسم » القاهرة ) » ( زيد » دمشق ) > 
( زید ؛ القامرة )) ٭ 
أما الجداء الديكارتي .ع × سیم فپو المجموعة : 
اع × سوہ = (۱ دمشق » سال ) (٤‏ دمشق ؛ قاسم ) » ( دمشق > 
زید ) » ( القامرة » سال ) » ( القاهرة » قاسم ) » 
( القاهرة » زيد ) ) ٭ 
ویلاحظ ایض ان سہ × ع عد اع سے 


ه- مااحظة : 
إن جدول الانتاء للجداء الديكارتي هو : 


Nt 


إن )١(‏ الموجود في العسود اون يمني أن المركبة الأولى س, من الزوج. 
المرتب ( سن »ع ) ينتمي إلى الجموعة مسرم . اما (۰) فإنه نعي أن 
المركبة الأولى من هذا الزوج لاتقع في سیم . وكذلك الأمر من أجل 
الممود الثاني . أما الاشارة )١(‏ التي تقع في العمود الثالث فانيا تمني ان 
المركبة الأولى من الزوج ( س ٠ع‏ ) تنتمي إلى ا جموعة الأولى سم من 
الجداء موم × یم بيا تقع المركية الثانبة لذا الزوج في الجمه عة الثانية 
,ع من الجداء الديكارق المذكور . 


١ه‏ - تئیل الجداء الديكارتي : 


-١‏ التمشيل ا جدولی : یکن تثيسل الجداء الديكارني للمجمرعة 
مرمع (۳۰۱»ه) في الجموعة رع = ( 29+ 54) بأن نضم عناصر 
الجموعة سیم في عمود جدول وعناصر الجموعة .ع في سطر ونشکل 
الجدول : 

5 1 ۲ 
OA) (E) )( 

(r) (fr) (fF) 
(ه“؟) .)ئ4( )ئ(‎ 


بصورة عامة : إذا آردا تشكيل جدول يضم الجداء الديكارتي 
للجموعتين میم في رع نتخذ جدول؟ ذا مدخلين نکتب في مدخل الشاقولي 
(الرأمي) عناصر الجموعة الأولى میم ونکتب في مدشله الأفقي عناصر 
المجموعة الثانية .ع ثم نکتب عند التقاء کل سطر من أسطر هذا الجدول مع 
مود من آعدته الزوج المرتب الذي نضع مركبتيه على الترتيب على السطو 
والعمود اللذين یتفاطمان في موضع هذا الزوج . 
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مثال : یکن تثبل الجداء الديكارتي الجموعة میم - )۷٢٠٢ ٢(‏ 
في الجموعة ع = إل »ب » ح > 9) بالجدول : 


)5»۲( (vr) (Pr) 
(s“o) (=) (ute) f“) 


(sv) (vy) (utv) (Pev) 


(>r) 


۲- التمثيل السهمي : ویکن ثيل الجداء الدیکارتی لمجموعة 
میم ( ۲۳٠١‏ ه) في الجموعة رع = )٠١٠٠٠٠٥١[‏ بأت مم 
مخطط فين - أولر والممثلتين للمجموعتين سم و رع ٤‏ ومن ثم ترم أنہسا 
موجہة تنطلق من عناصر الجموعة سم وتنتهي في عناصر ,ع » فنحصل 
على الخطط التالي الذي تنسب القعلط السهمى الجداء الديسكارق 
سم × ع 


)۹٤( الشکل‎ 


آما اقطط السپمي الجداء الديكارتي .ع × موم فبعطی بالخطط 
التالی 3 


كلد 


الشکل )40( 


۴ - التمثيل البياني : ويمكن كذلك أزن نشل الجداء الدیکاري 
لمجموعة سم = إعءه »| في الجموعة E‏ اي لل 


بمجموعة نقاط في الستوي 
نمع . تقع فواصل هذه 
النقاط في ا حموعة سم 
وترائييها في المجموعة ,ع : 


تحصل 


سمه 


الدیکارتی سم« ع 


- o 


على الشکل (ده) الذي 
التمثيل البيافي الجداء 


الشکل (حه) 


خواص ا دا الديكارتي : 


الجداء الديكارني لمجموعة ما هرم في جموعة خالیة ‏ هو موعة 
خالیة أي 3 


سم« هده 6 


2 × سم = و 


۷ 


ذلك لأنه لو كان میم × ۾ ع م فبنالك على الأقل زوج مرتب 
واحد » (س »ع ) مثلا » حيث س دهرم رع د 4 » ولكن هذا 
یناقض القرض لآن ت جمرعة غالية لا حوي أي عنصر . 

ونبرھن بصورة مشامة أن : و »سم ع و . 


1ے إذا كانت ا حموعتان سیم و یع غير متساویتین وکانتا غير 
خالیتین فان : 


سح ع غج ع × سم _(المداء الديكاري غير تبديلي ٠)‏ 


وبالمکس إذا كان (سرم عو م) م (ع چ م) فانه يكون: 
( یہ × ع = ع × مہ ) جه (سمعيق ) 


البرهان : 

إذا كانت الجموعتان سم و رع غير متساويتين فبناك على الأقل عنصر 
واحد ٤‏ | مثا » ينتمي لاحداهما ؛ ولنفرض أنہا سم » ولا ينتمي إلى 
الثانية » نستنج من هذا أن جيم الأزواج المرتبة ( 2ع )باع دع > 
تنتمي إلى المجموعة سم × رع ولا تنتمي إلى المجموعة ع × سیم وبالتالي, 
فان سح رتم ے يي عا سوم . 

المكس : إن سیم × ابم = ع × سوم يعني : 

rx لمعت )ةق ميم جاع جه (( ات ) دوع‎ v 
: ان الطرف الأول من العلاقة السابقة يؤدي إلى أن‎ 
(E2) ۸» ) دہ‎ ( 


بہنا يؤدي الطرف الثاني إلى أن : ( |د.ع ) م زب و مرم ) أي أن + 


زب ا دس ه زواع ) جه سم د 2 


(بانسواع E‏ و امس 


۸ 


أما اذا كان سوم = و فان سم × ع جرع × میم سو 
وكذلك اذا کان يم عم فان سم بارع داع × سم دام 
مثال )١(‏ : لتكن الجبرعتان ميم - )02١2.(‏ و ع -[م2ه]. 
الجداء الديكارق : سیم برع 
C(eNn (C(t) 6(6 (r) f=‏ 6۱۳۲۱ ( ۵۲ 
والحداء الديكارتي : × میم 
<(۱۴()۰۳۱) 6۲۳۱ رہ)6 (۶٤۸))(ہی)‏ 
ونلاحظ أن : سوم ع ےو ع × سم 
مثال (۲): لتكن ال جموعتان سہہ۔۔-۲۲۶۱) وم ے(م؛-١)‏ 
الجداء الديكارقي میم × .ع 

4۳۱-۱ ری 6 10۱-۴۱6۱۳۹۳۱ 
والجداء السيكارتي : رع × سم 

۳ رح‎ 6 )۱-۱-( 6 (rer) 6 )۱-۳((< 


ونلاحظ أن : سح × ہے = ارح × سم وهذا بالفعل اتج من کون 
أن ميم دم . 


۳ الجداء الدیکارتی توريمي بالنسبة للاجتاع أي أن : 


سہ× )رخ ں سرم )ص ر( مرم × بے ) ل (سمصہ) 
حيث میم و ع وصرم ثلاث موعات كيفية . 
البرھان : 


. يحب أن نثبت أرن کل عنصر ينتمي إلى سم × رع ن صیہ) 


۹ 


ينتمي إلى ( سیم × ع ) ں ( سوم × صرم ) وہالمکس . 


(۵»ت ) دسم بازع (ru‏ 
جه [((دسسم), رت دع وصم)] (حسب التعريف) 
چە [ ( ۸ہ سہ) ۸( ( ت وع) ارت دص ) ) ] 
جه [ ۲ دہ رت دع ) ۷ ( د سہ ۸ دص ] 
و [ »بت )د سم ۷« ع ۷ ( »ت ) سم يرصم ] 


جه ( ٤ت‏ ) د (سہ باع ن (سہ۱×صہ) 


يمكن برهان هذه الخاصة بطريقة جدول الحقيقة بالشکل التالي : 


|) صہ اسم »للع نا صیم) ا × ع ای عصرم زمر معد م” > زسرم عرصم‎ a 


الواحد يثل انتاء المنصر إلى ا جموعة البسيطة أو جموعة الجداء , 
أما الصفر فانه يمثل نمي هذا الانتاء مع ملاسظة أن الانتاء للجسداء لا 
يكون حققاً إلا إذا تحقق انتاء المركبة الأولى للمجموعة الأولى والمركبة 
الثانية للجموعة الثانية . 


مثال : لنکن الجموعات : 
سہے (۱) 6 مح ۵۳۰۱۱ 6 صم = (-(١؟4١/‏ 
ان الجداء الديكارقي سیم »ايع > ((6)14 ( 61۳۰ (كه)) 
والجداء الديكارتي سم ×صہ - ( ))۱٢١١( 6 )١-2١(‏ 
وبالتالي یکوت : ( ميم ×ع) ن (سہ ×صہ) = )1١21((‏ 6 
((۳۴۰۱) 6 )01( 6 (۱»-۱)] . 
ونرى من جبة تانية أن : 
ع ن صمح (۱-۷۵0۳۷۱] وبالتالي ا جداء الديكارتي : 
جرملا زع نر صم ) =} )14( 6 )%1( 6 )04( ¢ )0-(({ 


ذن : سح« ( ع نا یہ )=( هزم بارع )ن (سہ×صہ). 


4 الجداء الديكارقي توزيعي بالنسبة للتقاطع أي : 
سم« زاج م خم ) ( سم × ع ) م ( سرمي صرم) 
حيث سم و ع وصہ ثلاث موعات كيفية . 


البرھان . 

نبرهن أن كل عنصر ينتمي إلى سیم (.ع م صرم) ينتمي إا 
( سوم نع ) م ( هرم × صرم ) وبالمکس 
()1ب)دسہ×رع (rmn‏ 

جه [ دمم ^ رت ددع مرت دصم) ] 

جه [( سم مت ددع ) [(rnesvurrms})۸‏ 


لضن 


ج [ ر ٤ت 5s)‏ سم برع ۸ (۵»ت) [re xr‏ 


جه ( ٤‏ ب )د (مرم: يع ) م ( سہ×صہ). 


وکن أيضا إثبات هذه الخاهة بطريقة جدول الحقيقة بالشکل التالی: 


مثال : لناخذ المجمرعات : 
سيمع (۱) راج 4١(‏ م4 ) و صمه لا( 
ان الجداء الديكارقي : سم .۶ ((۱۶۱) 6 (۳۱) ¢ ))۱١(‏ 
والجداء الديكارقي : میم × صمت [(۱»-۱) 6 )!)١6١(‏ 
انا : (رسہع)م رسم» صم) ((١؟١٠١)))]‏ 
ومن جبة قنية نلاحظ أن رع ۸ صہ = )١(‏ وبالتالى نجد أن : 
سم × رع م صيم) = ((1)۱*۱ . 


إنا: سہء×درع م صم )ع ( میم بارع ) ۸ (مرم × صم). 


إذا كان عدد عناصر الجموعتين سم وبع هو 2, وى 
على الترتيب فان عدد عناصر جموعة الجداء الديكارتي میم ×غ 


هو 3, × 2پ ۰ 


۱۷۲ 


وذلك لأن کل عاصر ينتمي إلى المجموعة مر يشترك کمرکبة آزل 
في تس زوجا مرتبا في كل منها المركبة الثانية عنصر ينتمي الى الجموعة 
.م . ويمكن توضح ذلك بالتمثيل الجدولي . 
a‏ 4 ۳ گن 


سا( س٤ع‏ ) سکیا ۰۰۰ (س ک٤ا‏ ) 


سپا( سپ اع ) (صپکع) ۰۰۰۰ (سب “عن ) 


سن |( سن ۱6 ) سن * عني) 


مثال : لنکن امموعنان موہ ز۳۲) ودع ۰۱۱ 


ان جموعة الجداء الدیکارتی موہ دع = ((۱۲) ¢ (er)‏ 
(NF) 6 (e)‏ 6 (۱۳) 6 (0۳) | تتألف من ۲ ۳۷و 
عتاصر ۔ 

۳ - ال جمداہ النيكارتي #بوعه ي نفسها . 


پتالف ا مداء الديكارتي لمجموعة میم في نفسها من میم الأزواج 
المرتبة التي تكون فیہا لمر كبتان الأولى والثانية عنصرين في موہ ونكتب 
ذلك بالشکل موم × میم أو سوہ ویکون » 


سم × میم = ((س ٩ع)‏ : س٤‏ ع دسہ) 
مثال : ان الجداء الديكارتي امجموعة سم (۰۱) في نفسها هو : 
سم × سم = } )۱%64( 6 )6%4۹( 6 (۱۵) 6 (هنه)) 


۱۷۳ 


٤ھ‏ - الجداء الدیکارتی لثلاث مموعات : 

لتکن احموعات الثلاث سم » .ع » صم » ا ختلفة أو المتساوية 
ولنشکل كائنا رياضيا نسمبه ثلاثبة مرتبة ونرمز لہا بالشكل ( س *ع*ص) 
عبت المنصر الأول س من هذه الثلائية هو عنصر كيفي من المجموعة 
الأول سم » والعنصر الثاني ع من هذه الثلائية هو عنصر كيفي من 
ا جموعة الثانة ,ع » والعنصر الثالث ص من هذه الثلائية هو عنصر 
كيفي من المجبوعة الثالثة صم . 

نسمي بالجداء الدبکارتی للمجنوعات الثلاث سم » رع » صرم الواردة 
بهذا القرتيب ٤‏ جموعة جيم الثلاثبات المرتبة (س *ع »ص ) حیث 
س و سم ع دبع » ص و صم . 

ویکتب هذا الجداء بالشکل سہ × رع × صرم ز ويقرأ سم ضرب 
بع ضرب عم ) . 
مثال (۱) : یکن تبیز کل شخص في قرية ما باسه واسم أبيه واسم جده 

بهذا الترتیب فنکتب مثلا ( مد » سعید » خالد ) . 

حبث عمد پنتمی الى جموعة أبناء القرية وينتمي سعيد الى جموعة 
الآباء في هذه القرية بيا پنتمي خالد الى جموعة الجدود في القرية . 
مثال (۲) : یمطی تاريخ کل يوم بثلاثية من الشکل ۱۲۷۰/٥/۱۲‏ والتي كن 

کتاہتہا الشکل ( ۱۳۷۰۰۰۲۱۲ ) ۰ 

حيث ۱۲ عنصر من جموعة الاعداد الطبيمية من ١‏ الى ۳۰ ( اذا 
اعتبرا أن غدد أيام کل شہر ثلاثين يوما ) والعدد ه عنصر من جموعة 
الأعداد الطببعية من ۱ الى ۱۲ . 

أما العدد ۱۲۷۰ فهو عنصر من جموعة الأعداد الصحبحة 


Yt 


وينتج عن التعريف السابق أن : 
(س ٩‏ ع٤‏ ص) سے (ب» ٤ی‏ ) جه (( س = ب)م(ع -حام (صدو)) 


يكتب الجداء سم پر سم × سم بالشکل سوم" . 


وبصورة عامةإذا كانلدينا عدد مناحموعات: سے “واي 4 موا 


الختلفة أو المتساوية فإنه عکننا أن نشكل كاتا رباضا من الشکل 
(س سپ .۰۰ سو )۰ 

جيك س د عرسم ٤‏ سې وسہ 6... ۰ سو 3 سر 

إن جموعة جميم هذه الكائنات الرياضية التي یکن تشكيلها کا سبق 
هي الجداء الديكارتي ۱ 


سے , ہے × ممه × سو 


)۱۲( ۱۷۹ 


ای نیون 


الازواج الرتبة : 
٤‏ - اکنب الأزواج الرثبة التي یکون السقط الأول في كل 
منها - ۲ ویکون السقط الثاني أحد الأعداد ۰ - 6١‏ رأه. 
ال : 
ان هذم الأزواج الرتبة هي ( ٤۴‏ ) 6 ( سركت( ) 6 (-۵/۲ ). 
0 - اکتب الأزواج الرتبة التي یکون السقط الثاني في كل منبا | 
ویکون السقط الأول أحد العناصر ميك 2ه . 
ال : 
ان هذه الأزواج الرتبة هي (</م) 6 (۳۵) 4 (ه۳) . 
١0‏ - اوجد قیعة س إذا علمت أن الزوجین الرتبین ( س ؛ ۲۱) 
و (۲س +۲۱۰۱) متساویان . 
ال : 
لكي بتساوی الزوجان الرتبان يحب أن تنساوى الر کنتان (السقطان) 
التقابلتان . اذن يحب أن يكون : 
٣‏ س = ۲ س + ۱ ڪه س < ۱ 


لهذا 


۷۴ - أوجد قیعة كل مز س و ع إذا عفت أن الزوجين المرتبين 
(س » ۲ ) و( ۲۲۴۳ س ع ) متساویان . 
ال : 
ينتج عن تساوي الزوجين الفروضین أن : 


سی 
= 


۸ - تكن اح عنان : 
سوم = [ سال » قاسم » فريد] و جع =| سعيد ٤‏ يولس ) 
آوحد الجداء الدیکاری سم × ع . والجداء الديكار تي Ex‏ ثم 
مثتل كلا منها سيمياً 
الحل : الجداء الديكارتي 
سم بارع > ( ( سال» سعيد ) 6 ( سالم؛ يونس ) 6 ( فاسم» سعيد) 6 
( قاسم» يونس ) 6 (فريد» سمید ) 6 (فريد » يونس )) 
والجداء الديكارتي: یع × ع = 
| ( سعيد » سعيد )6( سعيد ) يونس )6(یونس “يونس )6(یونس » سميد)] 
ان التمشيل السہمی للخداء سے ×اع هو : 


تم سے س عد ۲ وع و 


والتمشل السپمي للجداء 
بع بارع هو: 


ع الشکل (۹۸) 


۹ - بنظم مکتب سياحي رحلات تقوم من إحدی الدن دمشق > 
بيروت » بغداد وتضل إلى احدى الدن التالية : القاهرة » 
طرايلس » الجزائر . ممل هذه الرحلات بشکل جداء 
ديكارق . ما هو عدد هذه الرحلات ؟ مشّل ذلك جدوليا . 


اليل : 
لناخذ الجموعة سم = | دمشق » ببروت » يقداد | . والمجموعة 
.ع - | القاهرة » طرابلس » الجزائر | . كن أن نمثل كل رحلة بزوج 
مرتب مر کبته الأولى المدينة التي تبدأ بها الرحلة والمركبة الثانية المدينة 
التي تصل البہا الرحلة . وتكون جموعة الرحلات هذه هي جموعة الجداء 
الديكارتي سم بارع رهي : 
میم برع > | ( دمشق» القاهرة ) 6 ( دمشق» طرابلس ) 6 ( دمشق» ‏ 
الجزائر) 6 (بيروت» القاهرة ) 6 ( بيروت» طرابلس) © 
( بيروت » الجزائر ) 6 ( بغداد » القاهرة ) 6 ( بفداد٤‏ 
طرابلس ) 6 ( بغداد » الجزائر ) ) ٠‏ 
إن عدد هذه الرحلات هو تسم وهو يساوي عدد عناصر سم ؛ رهي 
ثلاثة » مضروبة بعدد عناصر .ع وهي ثلائة . 


۱۷۸ 


والتشل الجدولي هذه الرحلات هو : 


القاهرة طرابلس الجزائر 


دمشق 2 (دمشق»القاهرة) (ده‌شی»طرابلس) (دمشق» الجزائر) 
بيروت (بیروت؛القاھرۃ) (بيروت»طرابلس) (بیروت ؛الجزائر) 
بغداد ‏ (بغداہ ؛القامرة) (بغداد؛طرابلی) ‏ (يغداد » الجزائر) 


۰ - تكن سم وع وصہ ثلاث جموعات اختباریة 
صحة الملاقة التالية : 


٠‏ برهن 


یہ × ( ع - صم )ے(سہدع)۔(سہ × صم ) 
( الجداء الديكارتي توزيعي بالنسبة للفرق ) . 

ال : 
بالاستناد إلى تعريف الجداء الدكارة, والفرق نکتب : 

سم« رج صم) 
> (()ب): ( دس و ربد عم دوصہ)) 
(oP): (0P )} =‏ دامع رز( ات ) و سم ×صہ) 
ے ((س) :((بت) د[ ميم باع ) - (سے × صہ)]) 
= ( رم باع ) -(سم اصم ) . 


ويمكن البرهارت على صحة الملاقة السابقة بطريقة جدول حقيقة 


بالشکل التالی : 


۱۷۹ 


سم زع زصہ | ع صم سے ×لع۔ صہ) لمع × صا( ع) ( سیم( 
7 ۳۹ ۱ 1 7 

۹ ۱ 4 % ۶: وا‎ ٩ 

. 1 9 1 ۰ ۷ 

.ا" 98 0 3 

: | 1 + 4)۹ 

کو ا : 2 5 

وله 5 7 7 


حيث ١‏ يثل انتاء العنصر للمجدوعة بيغا ٠‏ پثل عدم اناثه . 


۹ - لتکن سم وع وصہ ثلاث جموعات كيفية . برهن 
صحة الملاقة التالية : 
سم × ( .ع ۵ عم ) = ( سم باع ) A‏ ( مسرم ×صہ) 
( الجداء الديكارتي توزيمي بالنسبة للفرق التناظري ) . 


المسل : 

بالاستناد إلى تعريف الفرق التناظري نکتب : 
سم × (يع A۸‏ صم ) 

= (( لب ) : ( سم و( ب وع فقط أو ب د صہ فقط ) ) 
((لعب):(م2ب) وسرم برع فقط 

أو ( )ب ) د میم × صرم فقط) 

((( ۷ب ) : رات ) د رمع ) ۵ (مرم ءا صم)] 
( سم ع ) A‏ ( سہ × میم ) . 

هذا ویکن البرهان على صحة الملافة السابقة ول ا حقیقة على 
الشکل الآتي : 


0 


صہاع رصم چمچ سد ا(سے×ع)خ (صم×صہ) 
1 9 0 1 ۰ 
3١ 1 1 ۰‏ ۶ ۱ 
۱ ۱ ۱ ۰ 1 ۱ 
5 ۹ 2 ۶ 5 5 3 
elê‏ 0 3 5 ۰ ۰ 
الرمز ١‏ يدل على 'نتاء المنصر إلى الجموعة بينا الرمز ۰ يدل على 
عدم الانجاء . 


۴ - لتکن میم وع وعم ونه أربع موعات كيفية . برهن 


صحة العلاقة : 

( یح × ع ) ۸ (صم دو )ے(سہ۔وصہا×(رغوس 
احل : 

حسب تعريف الجداء الديكارتي والتقاطع يكن أن نکتب : 
(سہ×ع )م رصم ای 

= [(0كت): (۷ب) دسہحعر(طصت)ۃص×ی) 

= زرلت): رمد سميتدع)م ( دص رت دی 

= ((لت):( (nm spar sp‏ نوع رت دی 


۴ 
0 


(un Eg) x (re a rw) (ep): ت(‎ )} = 


۶ (((ب): ادسم م صم م ب دیع و و 


ا ( سم و صہ ازع و ) . 
هذا ویکن برهان الملاقة المابقة بطریقة جدول اطقیقةء 


A41 


۳ - لتكن الجموعات : 
مم =| ۱۷۰۰) Ê. s‏ میں و صمت کک یں 
أوجد المموعات التالية : 
5 سے × سے 5 - سم×(ع-صہ) 
+ - يع × رمم صم) 
5 - (سيم × ) و (رع×دسی 
ہ (سم-ع) × رصم صم) 
5- رعے سہ)×رع م صم) 
الل : 
استناداً إلى تعريف الجداء الديكارتي نجد : 
- ملسم = ((۱۱) 6 (ك) 4 (F<)‏ 6 ۲ 
(sér) € (rr) 6 )۲۲(‏ 6 وص 
(rer)‏ {. 
٣‏ وبالاستناد إلى تعریف الفرق نجد آن : 
ہے -صہ = (؟) وبالتالي فان : 
سوم« رع صم ) = ( ۱م ) 6 (rr)‏ 6 (۲,۳)). 
٣‏ - بالاستناد إلى تعريف الفرق التناظري نجد أن : 
سمخ صم = ۲۱ ۲ وبالتالي فان : 
لخ« (سمخاصم) = } (ece) 6 (rer) 6 (vcr) € (ocr) € (rT)‏ 6 
{(v“e) 6 (oo) 6 (r‘e) 6 (‘F)‏ . 
وس هذا وان الجداء الديكارتي : 
ملم × ع < (۲۰۱) 6 (rr) 6 (rr) 6 (o1) 6 (FY)‏ ¢ 
(er) 6 (rr) 6 (rr) 6 (or)‏ { 


AY 


وان غ x‏ سيم = } )+<1( 6 (rer) 6 (1F) € (rr) & (rr)‏ 6 
{(r“o) 6 (ro) 6 (16e) 6 (FF)‏ 
وبالتالی فان : 
(سہ×م) n‏ رع (rer) 6 (rer) 6 (r‘r) 6 (fr) [ - ( raa x‏ { 
و - إن القرق سم - رع = [ ١‏ والفرق مرم- صہ = )٢(‏ 
وبالتالي فان : 
( یہ - ع ) × ( سم -صم) =( ٤۱‏ 4)۲ 
55 ان القرق التناظري ع ۵ سم = ۰۱۱ ) والفرق التناظري 
بع ۸۵ صمع ۷٠۱٤۲‏ وبالتالي فان : 
عش سہ) × رع مصہ )ے ری 6 CY 6 0Y‏ . 
(<o)‏ 6 (۵) 6 (٤۷))ء‏ 


۶ - لتكن اشموعات : سم = ٩۲۶۱|‏ 6 ع لو » ]6 
صمت [۰)۱۰ اكتب جموعة الجداء الديكارتي سوم ءا × صرہ 
و کذلك جموعة الجداء الديكارتي سے × صرم × ( سم - صے) 
الحل : 
استناد؟ً إلى التمریف ند أن : 
)١‏ جموعة الداء الديكارتي سم × رع »ا صم هي : 
( و 6 و ںہ رد 6۱( 6 
GC (SY)‏ ۱۰۰۲ 6 (۱۵۲) 6ا( ھ١٢ ))٦‏ 
ويمكن کتابة جموعة الجداء سم × یع × صم هذه با حطط التالي: 


۱۸۳ 


)۱ ۰۶ ۱( 7 
می‎ Cf} 


ری وه ء ۱) 
اح )4۹( 
( نسمي هذا الخطط مخطط الشحرة للحد اء رم بارع × صرم ) 


؟) ان جموعة الفرق سم صم = ([۲) وبالتالي فار جموعة 
الجداء الديكارتي ميم × صم × ز سے - صرم ) تعطی مخطط 


الشحرة التالى : 
ہ سے رر ۶ 
کے 
(TONG) >٦‏ 
م سسا ؟ (65.,؟) 
کے 
٦‏ سےء (tO)‏ 


الشکل (۱۰۰) 


NAL 


ارفا 


۵ - اکنب الأزواج الرتبة التي یکون السقط الاول في کل منها 
كرة والمسقط الثاني أحد العناصر + طاثرة » سل > قدم . 

٩‏ - اکنب الأزواج الرتبة التي یکون السقط الثاني في کل متبا 
۷ والسقط الاول أحد العتاصر : س کت > 16 . 

۷ - أوجد قيمة کل من ۵ وت ذا عامت أن الزوجين المرتبين 
( ۵+ ۲»ب-۱) و (۲ب +۸۰۱ !) متساويان. 

۱۳۸ - آوجد قيمة کل من س وع إذا عامت أن الزوجين المرتبين 
(س +ع »و ) و( ۷٤س‏ ع ) متساویان . 


۹ - لتڪن الجموعتان یہت [ ارت لت 6 42 .| ۰ 
أوجد كلا من ال جموعات التالیة : 


) سم ( سم ۸ع ) ومثتل ذلك سهميا 
) ( یہ ع ) × رصم ٤ج)۔‏ 
) (سہ نع ) × ع ومثتل ذلك جدوليا . 


۰ - لتکن الجموعات : 
سوم = <F}‏ 4 ۵4 و ع g(r <Y j=‏ صمد O}‏ ۲ ۵6۲۳ ]. 
أوجد المجموعات التالية : 
)٦‏ سے × سے )٢‏ سم × ع 
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+) (سہ×دسہ)۲ ( € × ے) 
)٤‏ ( یہ × ع ) E(u‏ × مرم ) 
) سم ر( صہ ع ) 
5 مج -صم) × ( سم A۸‏ صرم ) 
۷ ) ( هرم - صہ ) × صہ 
) ( ہ۸ ع) رصم - سہ) 


۷۱۹ - لتڪن سم وع وصہ وى أربع جموعات کیفیة . برهن 
صحة العلاقتین التالیتین : 
(سرم × ع )ن ( مدب ) د (سرم و صم )×( 0 0) 
( سم د صم وع دنه ) کہ سہ × ع ج طم × به 
۲ - لتكن سم و ع وصہ ثلاث مموعات كيفية . برهن صحة 
الملاقات التالیة : 


( سم ن اع ) × صم = ( سم يا صرم) ن (ع اصم) 
(سرم م ع ) × صم = رسرم يراص م) م (ع×صہ) 
(سرم ع ) × صم ح (سہبرصہ) د (ع × صم ) 
رسہ۵ ع) × صہ = رمرم عرصم ) A۵‏ ( × صم ) 


( الخواص التوزيعية للجداء الديكارتي من اليسار ) . 
۳ - لتكن ال جموعات : 
سہے )۴۰۶٢(‏ 6ع - [رععم 4 ه] 6 صم-(۳ ؛). 
اكتب كلا من ال جموعات التالیة : 
) سم × ع برصہ 
) سہ × ( سوم اع ) × ( میم لم عصرم ) 


۳ سم × ع ) سم ×صہ؟ 


۱۸۹ 


اوج وارشادات 
۵ - ركرة»طائرة) 6 ركرة4سلة) 6 ركرة»قدم) . 
55ل - رس عباس ¢ (ت۲ ۱۳۷ 6 رم (TÛ‏ . 
۷ - ۲-۲ م مدر 
۸- س <4۳ ۰-6 
56ل - (Pee) Cs) € (> <P) € PPO}‏ 
(ت٤*)‏ 6 رت و 
ری دج 
(<P )} r‏ 6 (8ءح) 6 (otu) 6 (s<4P)‏ 6 
(ب٤<ح)‏ 6 (تب٤5)‏ 6 (= ٤‏ ))6 (سيد) 6 
(<-4و)6(ديب)5(6د><)» (5 56)). 


۰ - استفد ما يلي في حساب الجداءات الديكارتية المطلوبة : 


ملع -(۰۱ ۱0۰۲ و سم۸صم 2 )۲٢٢(‏ 
و م-صلم سے و و صہ موم 2 (۲۰۱) 
وصہ۔ع دزه) و ع - صم - و . 


۳ - استفد ما يلي في حساب ا جداءات الديكارتية المطلوبة : 
سم داع -(|۲) سم صم - ( ۰۲ ). 


۱۸۲ 


العصبل التامش 
العاا واسش 
مه - العلاقة الاحادية ( الفردية ) : 


إذا نظرنا في جموعة الأعداد الطبيعية » ط » وشکلنا فيها جموعة 
جزئية » سم » مؤلفة مثلا من الأعداد الزوجية فاننا نقول إننا عرفنا 
علاقة أو خاصة على المجموعة ط . هذه العلاقة تقسم المجموعة ط إلى 
جموعتين تمزئية* منفصاشتن . تحقق عناصر ال جموعة الجزئية الاولى العلاقة 
اللذكورة پیا لا تحقق عناصر !ا حمومة الجزئية الثانبة هذه الملافة . 


إذا أخذا جموعة مكار مدينة ما واستخرجنا منہا جموعة جزئية 
مؤلفة من الأشخاص الأمبين » فإننا نكون قد عرفنا علاقة أو خاصة في 
جموعة سكان هذه المدينة . كذلك نكون أمام وضع مشابه إذا اعتبرظ 
جموعة حزئية تحوي الأشخاص التزوجین أو الأشخاص الذين تزيد أعمارم 
عن آریمن سنة أو غير ذلك . 

إن هذه العلاقات » المميزات > تيز يعض عناصر المجموعة المفروضة عن 
بقیة العناصر . نمي مثل هذه الملاقة علاقة احادية معرفة في انجموت7 
المفروضة . 


مثال ۱ - لتكن ا حموعہ سم ۰۰۰۰۳۲۲۱ ۲۰۰۱۹۱۸ 
لنشکل المجموعة اخزثۃ سہ الولفة من مضاعفات المدد م > أي 


AA 


المجموعة الجزئية سس ۱۸۱۵۱۲۹۹۰۱۳ . انا پذلك 
تكون قد عرفنا علاقة أحادية في الجموءة سم معرفة بالخاصة + 
س من مضاعفات ٣‏ حيث س سوم . تقسم هذه العلاقة ائحموعة 
هرم الى جموعتين جزئيتين منفصلتين » الأولى سس وتحقق عناصرها 
العلاقة الفروضة > والثانية سم » متممة المجموعة سیم في سم > 
وجميع عناصرها لا تحقق العلاقة الفروضة . 


مثال ۲ - لتكن ال حموعتان (‘r= rw‏ وع 6۳۲۰۲۱ 

لنشكل الجداء الديكارتي سہدعے ۲۰(۱) 6 (f)‏ 6 

6 (r) ٤ںیم‎ (FF) 6 (rer) ¢ (i) 

کیو مور یڈ 

نعرف ف. ا جحموعة سم × رع علاقة أحادية معرفة با حاصة : الزوج 
المرتب (س4ع) د سوم يرع عندما یکون له مر كبتان متساویتان أي سرع 
تقسم هذه الملاقة ا مموعة سم پر .عم إلى مرعتین جزئیتین منفصلتن : 

الأولى (۳۰۳) 6 (4» ؛ )] تحقق عناصرها العلاقة المفروضة بينا 
الثانية |( 1 )6 ( )6ری )6 G(r“) G(r) 6 (YF)‏ 
(۳۰۸) ) لا تحقق عناصرها العلاقة المفروضة . 
ده - العلاقة الكنائية : 

نکن المجموعتان سے - [۲ ۷۰۰۰۳۰ نت بج 
لنشکل الجداء الديكارتي یا . سے × ع - 6)٣ ( 6 ))٢((‏ 
(wr) G(r) CCT) 6 (ar)‏ $ (می))(می) 
(AV) 6 (NY) 6 (KY) 6 (4o)‏ {. 

إذا نظرنا في المجموعة الجزئية المؤلفة من الأزواج الرتبة ((۳») 6 
))۸٤۷( 6 )548(‏ وجدنا أن الركبة الأولى في كل منبا تنقص 
مقدار ١‏ عن المركبة اشانية . نقول في هذه الحالة إننا عرفنا علاقفة 


14۹ 


ثنائية ( Binary relation‏ ر Relation binoire‏ ) من ا حموعة سم إلى 
المجموعة رع الخاصة : س + ١ح‏ ع حيث س د میم وع وع .ان 
الازواج المرتبة ( )٦٤٦( 6 ) ٤۴‏ ۸۶۷(6 ) تحقق الملاقة وتسمی بیان 
هذه العلاقة . بہنا لا تتحقق هذه العلاقة من أجل أي زوج عن بقية 
أزواج الجداء سم × ,ع غير الواقعة في الببان المد كور : 

كذلك لو شكلنا الجموعة الجزئية من سم × ع الؤلفة من الازواج 
(ری) 6 (*6) 6 ( ۱۸۲ 6 ( 8ك )| فاتنا نجد أن المركبة 
الأولى في كل منہا تقسم ا مرکبة الثائية . نقول هنا آیضا إن هذه 
الأزواج المرتبة تعرف علاقة ثنائیة من .س إلى .ع معرفة بالخاصة : 


(س/ع ) حيث س د سم وع فاج . 


إذا رمزنا ب س لعلاقة ثنائية من المحموعة سم إلى ا جموعة .ع 
فإننا نکتب كل زوج مرتب ( س > ع ) من الجداء الديكارتي یبرع 
حقق هذه العلاقة بالشکل ی . ونرمز لکل زوج (س *ع) لا 
يحقق هذه الملاقة بالشكل اس س ع . ورمز أيضا لببات الملاقة مس 
پالرمز هر . 

ی 
بصورة عامة : العلاقة الثنائية م ثلاثة آمور آساسة هي : 
)١‏ جموعة أولى » سیم » ندعوها منطلق س . 
۲) جموعة ٹانیة » یع > ندعوها مستقر س . 
۴) خاصة ممرفة على الجداء سیم × رع تجزئه الى جموعتين 
جزئيتين منفصلتين تكون هذه الخاصة على احداها ( بیان 
العلاقة ) محققة » بینا تكون غير محققة على الثانية . 


تشکل عناصر ال جموعة سم المرتبطة بعناصر من ال جموعة .ع وفق 
الملاقة الثنائية س » جموعة جزئية » سی » ندعودا جموعة تعريف 
د «نةص 00 » العلاقة س أو قاعدتها E.‏ أن عناصر رع التي تربطہا 
العلاقة س يمناصر من سم تشكل جموعة جزئیة ٤‏ ک٤‏ ندعوها بموعة 
قم « عوصدظ » العلاقة مس أو دعامتها . 


عثل علافة ثنائية س بشکل سہمي کا يلي : نرسم مخططي فين الموافقين 
لمجموعتين سم وع ثم نرسم أسبمآ موجبة منطلقة من نقاط ا جموعة 
سم ومستقرة إ( منتهة ) في ذقاط ال جموعة ع, المرتبطة بها وفق 
العلاقة ي . 


مثال ١‏ لتکن سم جموعة سكان مدينة ما > لترمز ب .ع لجموعة 
منازل هذه الدینة . 


ان الخاصة : س لك المنزل ع حيث س دسم و ع دع تعرف 
لنا علاقة ثنائية من المجموعة مسرم إلى المجموعة .ع . ان بیان هذه 
العلاقة هو : 


8 ارس »ع) سم« ع : س يلك المنزل ع ) 


مثال ۲ - إذا كانت الجموعتان سم = (۱: +۶ 6) و ع إا )٦٦٦٦٦‏ 
فان الخاصة : وس جلاع : س و سيم وع دۓ> تمرف علاقة 
ثنائة س ممرفة من المجموعة میم الى الحموعة .ع . بیان هذه 
العلاقة هو : 


هر دإرتك 6( )£( 6 G(T) 6 (I)‏ 
وٹ 01009 


إن جموعة تعریف س هي المجموعة سے = ([6+640ه] مسرم 
أما جموعة قم ے فبي ۳ = {ter}‏ 


)۱۳( 1۹۱ 


حصل على التمثیل؛ السہمي للعلاقة مس برسم مخططي فين للمجموعنين 
سیم وع » ثم ترسم أسہماموجہة تنطلق من سس وتستقر في نقاط 
ع, الرتبطة معها فق العلاقة مر : 


الشکل (۱۰۱) 


ملاحظة : 

كثيراً ما يدمج الؤلفون بيان العلاقة بها ویعتبرون العلاقة معرفة 
بالأزواج ا حققة لهذه العلاقة فبي جموعة جزئية من ابسداء سم × ع 
حيث میم منطلق العلاقة وع مستقرها فنکتب مثلا العلاقة المعرفة 
بالثال السابق بالشکل : 

= ۲۰۱(۱) 6 )4<1( € (۱۶۱) 6 رم :)م 
زع 5) 6 (<o)‏ ] 

۷م - العلاقة العكسية دەناداہ۶ Relation inverse < Inverse‏ : 

الملاقة المكسية لملاقة ثنائبة مس معرفة من ا حجموعة سیم إلى المجموعة 
رع ٤‏ هي علاقة ثنائية من ,ع إلى سیم ومعرفة جميع الازواج الرتبة 
(ع “اس ) یٹ (ص ۰ع دق . ترمز العلاقة العكسية ہے 


۱۹۳۲ 


اسائہسا ب (8 ). 
(هر )-۱((ع س) 0 (س *ع) د در ) 
حصل على التمثيل السيمي لملاقة عکسية ے-' بعکس اتجاه الأسهم 
الرسومة في التمشيل السپمي للعلاقة س . 


مثال : لتكن الجموعتان سم ( 425 ه] و ع- ۰۱1۲ 
إذا كانت س العلاقة الممرفة بالخاصة :وس | ع: س د سم وع دع 
فان بيان هذه الملاقة : 
(ar) 6 (scr) ¢ (r<r)}= ۳‏ 6 (ع2ة)/ 
ذاً بیان العلاقة المکسیة ی-۱ هو : 
)3 )۲ <((۲۲()۲۲۲) 0 2 6 (۳۰۱)] 


والعلاقة العكسبة س ١7‏ معرفة بالخاصة دع من مضاعفات س ٤‏ . 


أما التمثيل السہمي للعلاقة ے والعلاقة المككسية م۲ فيعطى بالشكلين: 


٤ 0‏ 
۳ 7 
xo‏ ای 
سے 
میلس 5 تی مد 
الشکل (۱۰۳) الشکل (:۱۰) 


۹۳ 


۸ - العلدقات في موعة : 
يمكن اعتبار علاقة ثناثية س معرفة من تموعة ما سم إلى الحموعة 

میم نفسہا . تقول في هذه الحالة اننا عرفنا علاقة یی الجموعة س 

إن بارت هذه العلاقة هو جموعة حزئية في جموعة الجداء الديکاري 

سم × سم 

مقال :)١(‏ إذا كانت المجموعة سم جد(۱ ۲۰ ۳۸ 4 0( 
فان الخاصة : وس" < ع : س 4ع د میم » تمرف علاقة ثنائية 
1 ف ا جحموعة سیم . ان بان هله العلاقة هو : 


0۲۰۲۰ ہر‎ 6 (ar) 6 (vr) 6 (= 


الشکل زوسن 
( يلل الزوج ( س *س ) د3 بسہم مغلق ينطلق ويستقر في النقطة 


س و سم ) ۰ 


مشال (۲) : لتکن الجموعة سم = (۰۱ ۲ . إذا كانت رج ( مرم ) 
جموعة أحزاء سیم فان الخاصة دلاو و جه :لاک دبع (سرم)» 
تمرف علاقة ر في المجموعة ,6 ( سم ). 


) {r} {r} 4 ۱( <c) = اد الجبرعة 6 رسہ)‎ 


4 


وبیان الملاقة س هو : 
2 - إ((ذ! 6 (١>؟))‏ 6 ((ع!6 (5 4 ؟|)» 
((6)1[(د)) 6 {ri} 6 ({r} 6 f)‏ 
{r}‏ 
مثال (۳) : إذا كانت ال حموعة سم = ( ۰۳۲ 4ه »> 5 > وإفان ا حاصة 
دوس | ع :س ٤ع‏ وسرم » تعرف علاقة م في المجموعة سرم . 
يبان هذه الملاقة هو : 
تع 6 )+14( 6 (IF) 6 (aT)‏ 
(At)‏ 6 رہہ( بی 6 (6)444 
(oo)‏ 6 )144( 6 (ھ۸ی۸)). 
والتمثيل السهمي هذه العلاقة 
يعطى بالشكل : 


الشکل (هء٠)‏ 


وه - خواص العلاقات في جموعة : 
كن لملاقة معرفة في جموعة أن تتمتع ببعض الخواص التالية : 
١‏ -الملاقة المتمكسةد ۶۴ء 8 4عنازيه 28411 : نقولعن علاقةى معرفة 
3 جموعة ما سیم إنها منعكسة إذا حقق كل عنصر من میم مع نفسه 
العلاقة الفروضة . أو بميارة ثانیة : 


باس د سوم فان س مس 
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عثال )١(‏ : لتكن ا جموعة سیم = ٤۴٠٢٠٠١‏ )) ولتکن ے علاقة 
معرفة في میم وببانہا معطى بمجموعة الازواج الرتبة : 
د -((۱۰۱) © (ier)‏ (ع4+)6 رب )6 )4%({ 
هذه العلاقة غير متمكسة وذلك لأرن المنصر + د سہ بينا 
(۲۷) وروی 


عثال (۳): لتکن رع ( سم ) جموعة أجزاء ال حموعة سم . إذا كانت ر 

علاقة الاحتواء المرفة في ,م ( سرم) فان بياتها : 
هر رف »)دیا رسح) »ی رسم) :ی دد) 

ان هذه العلاقة منمکسة لن كل جموعة جزئية اب من سم تحوي 
تقسها وب وت » اذت ہے ہت 

٢‏ - الملاقة المتناظرة د Symetrique ٤ Symmetric‏ » : نقول عن 
علاقة ے معرفة في جموعة سم إنها متناظرة إذا کان : 

(ی ۴ ع) 3 هر کے (ع و امھ Er)‏ 

نستنتج من تعریف العلاقة المکسیة أن : 

(سفع )35 جرع »س ) مر 

وبالتالي يكن أرن نقول ا“ العلاقة س المعرفة في المجموعة سم 

متناظرة اذا کان 23 = رھ )-۲. 
۳ 


ع 


مثال )١(‏ : نکن المجموعة سیم = (١41ه4هوء.؟)‏ . لنکن ی 
علاقة معرفة في سم یمطی ببانہا باحموعة : 


{ON Neto) (rete) (eft. )۰۱((< - JF 
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ان غذه العلافة ليست متناظرة وذلك لأ الزوج الرتب 
(۵4۱) ده بیا(۱۵) 29 . 
مہ“ مد 
مثال (۲): علاقة الاخوة المرفة في جموعة سكان احدی الابنية هي علاقة 
متناظرة . 
مثال (۳): علاقة النوازي بين مستقیات مستو علاقة متناظرة . 
+ العلاقة اللاتناظر يةدءتماء صدترڈ - «Anti - Symetrique ‘Anti‏ 
نقول عن علاقة س معرفة في جموعة سیم با لاتناظرية إذا كان : 
(س٤ع) ٥‏ تس و (ع٤‏ س )ةر سه اس جاع 
مثال :)١(‏ إذا عرفنا في جموعة الأعداد الطبيمية ط » الملاقة ے بخاصة 
« القسمة » فان هذه العلاقة لاتناظرية » ذلك لأنه إذا كان 
((عت)وزت72) ددر آي أت (ا نوتم 
فان ذلك يودي إلى لے بت . 

مثال (۲) : إذا عرفنا في ا جحموعة سیم = (؟ » ؟ 4خ > ) العلاقة م 


: التي بيانها هو‎ 
{(rt) 6 )14( 6 (tr) € (rO) j= هر‎ 


فانه لا عکتنا القول إن هذه الملاقة لاتناظرية وذلك لأن (۳)) 
و(۴4) 35 بنا ۲و ؛ . 
۳ 
مثال (۳) : ان علافة الاحتواء في بج ( سوم ) جموعة أجزاء المجموعة 
میم » علاقة لاتناظرية .. 
مثال (؛) : ان علافة التراجح « < » في مموعة الاعداد العادية » علاقة 
لاتناظرية . 


لٹ 


يتضح من التمریف ۳ أن كل علاقة اس بتكو بیانہا من العناصر 
القطرية للجداء سم × سم هي علاقےة لاتناظرية ( المناصر القطرية 
للمجموعة سے × میم هي التي من الشکل (س ۰س ‏ ). 

< Non - Symmetric » ) العلاقة التخالفیة ( غير المتناظرة‎ - ٤ 
نقول عن علاقة ی معرفة في جموعة سم إنہا‎ : » Non - Symetrique 
: تخالفية إذا كان‎ 

جج فا وج ۷ لسكع) د در 
ينتج عن هذا التعریف أن كل علاقة تخالفية لا کن وصفبا بأنها 
منمکتة لآن انزوج (س »س ) لا یکن أن یقسم في بيان العلاقنة 
التخالفية وذلك لآن وجود مثل هذا الزوج يعني وجود الزوج المماكس 
له وهو نفسه » وكذلك لا یکن للملاقة المنعكسة أن تکون تخالفية . 
مثال )١(‏ : إذا عرفتا في المجموعة سم = ١(‏ 2 م 4س 4" الملاقة س 
التي بنانیا هو : 
قر ê (ver) G(r‘r) G(r‘) j=‏ رو ی) 
فان هذه العلاقة تخالفية لأنه لا یوجد في بيالما عنصران من الشكل 
(س *ع) و ( ع٤‏ س ) . وھذہ العلاقة في الوقت ذاته «لاتناظرية» . 
مثال (۲) : إذا عرفنا في المجمرعة سوہ = ۲۵۰۲۰۰۱۵۵۰۳۱ 
العلاقة س التي بياتها هو : 
(1e o) 6G (oF )= 8‏ 6 (0 4ه 6 (roo)‏ 6 (معه)| 


فان هذه العلاقة لدست تخالفية لأن: (ه٠٠٠)‏ د 3 و(٥ 25)6٤‏ . 
5 5 مم 4 


ه - العلاقة التعدية « 6«نانعم1:2 » ذقول عن علاقة ی ممرفة فى 
احموعة سم إنہا متمدية إذا كان : 


154 


۷( س٤‏ ع) و (ع ۲ص )2ے (س؟ص )32ے , 
مثال )١(‏ : إذا عرفنا في ا حموعة سرح = ١(‏ > ۵۰۳ ۷) الملافتےر 
التي بیانہا هو : 
0 = ((۹۰ع)؛ “(o ‘F)‏ (كم) » (۵ ۳ {(r ‘F) ¢ (o“o)‏ 
فان هذه الملاقة متعدية لآن : 
)۳*1( و (۵/۳) ر كذلك (4ه) وه 
(۳۰۱) و (۳۳) هدر ہہ (کظا 22ر 
(o“¥)‏ و (۴) د 3ے )2ر 
(۶۳ھ) و (00) 23 ةد (eT)‏ 23 
مہ م 
( 0 او ہے E‏ اہو 
)0۴۹( و )٥٤(‏ د 2ے ٠‏ )0( د 2 
(F‘o)‏ و (oF)‏ 3 2 د (ه4ه) 23 
(۳۹0) و لي هر « السو ود 
(ه“ه) و (۳۵) د 2 هد (۳۵) 23 
ر م 


(۳) و (۵۳) 3 2 د (of)‏ 23 
تسا r‏ 


شال )٢(‏ : ان علاقة التراجح « < » في جموعة الأعداد المادية علاقة متمدية. 


عثال (۳) : ان علاقة الاحتواء وح » في € ١سرم)‏ جموعة أجزاء المجموعة 
سم » علاقة متمدية . 


14۹ 


۰ - تركيب العلاقات : لنکن علاقة اس علاقة ثنائسة معرفة من 
المجموعة سم إل ا حموعة صم و ی علاقة ثنائيسة أخرى معرفة من 
الجموعة صرم إلى ا حموعة ,ع . إن هناك علاقة جديدة م معرفة من 
عدم الى ع نسميها بتر کیب العلاقتین ام و ده وترمز ها ب : 


م حال موی 


ونقزأ ذلك بقولنا ‏ دويره هه . نعرف هذه العلاقة المركبة بالشكل 
الثالي : 


تعريف : اذا حقق الزوج ( س ء ص ) العلاقة اس وحقق الزوج 
( ص “ع ) العلاقة مه فإننا نقول إن الزوج ( س > ع ) يحقق العلاقة 
المركبة م حدق هم »2 ومثل ذلك بالشکل الرمزي : 


س ماع جے س 3 مرحم وع دوخ > 3 ص دطہ:س مس ص و ص له ع 


مثال (۱) : لتکن العلاقة اس المرفة على جموعة سکان مدینة ب « له ابن» 
والعلاقة ىہ المعرفة على المجموعة المذكورة ذاتها با« له بنت » 
إن العلاقة المركبة م = ہ٥“‏ معرفة على هذه المجموعة 


ب « له بنت ان » . 


نلاحظ من هذا الثال آن. سم = صہ = رع وأنه من المکن وجوه 
عناصر من الجموعة التوسطة ترتبط يعناصر من سم ولا ترتبط بمناصر 
من رع کا أنه من المکن وجود عناصر من وم مرتبطة مع عناصر من 
من ع وغير مرتبطة مع عناصر من سیم . إن العنصر ص د صم الذي 
پرتبط بعنصر س د سیم ولا پرتبط بأي عنصر من .ع لا يؤدي إلى زوج 
من الشکل (س»ع) بحقق الملاقة المركبة م وكذلك فان العنصر صد صم 
الذي يرتبط مع عنصر ع دع ولا پرتبط بأي عنصر من سیم لا يؤديه 
الى زوج من الشکل ( س٤ع‏ ) يحقق العلاقة المركية م. 


fo 


مثال (۲) : لیکن سس }1< =r {t<‏ ط۱ ب٤‏ 
٦ے‏ ١ے‏ ۱ 
سح سس س 6 س 
ایل ۳ ۳ 

إن الشکل )٠١5(‏ يعرف العلاقة س من سیم الى صم والملاقة و 
من ص الى .م والعلاقة المركبة م من میم الى رع 


الشکل. ):٠١(‏ 
إن ببان العلاقة اس هو : 
ھی ۱۳۱ 64۱۳۲ نج 


وبیان العلاقة وب هو : ۱ 
1١‏ ۱ ۱ 
تو درد دج ج)» رى ا 
آما بيان العلاقة المركبة م فہو: 


)) ۰۳۱۰۱۰۱۱۹۱۱ 29 


تما ںاہ 


و۷ - لتكن الجمرعتان 
رمك ( ۱۱۰۲۰۱ راعے 1۸0۷۲۰۰۲۵۰۰۳۰۲ 
اكتب جموعة الجداء الديكارتي سہ × ( سم مع ) ثم عبن العلاقة 
مس العرفة من سومالى سوم م اع بالخاصة ہ >> » , 
الل : 
با أن سح م ع سے( ) فانه يكون : 
مدز سح و نع ) = } (4F) G(r‘) ))٦٦٦( ))ئ١( 6)9“١(‏ 6 
¢(r 4) {4O G(r) G(r)‏ 
{OV 6)٤(‏ . 
أما بيان العلاقة اس فہو : 
د =( ):( )د سہ ×(سہ0جع) و | > ب )ان 
و (YO) < (re)}=‏ (ف)): 
۵ - إذا علت أن ابراہیر أب لسام وزيداً أب لعلى وعمران أب 
اریم . أوجد بموعات قم وتعریف وبيان العلاقة مس المعرفة 
من الجموعة میم = | ابراهم » زيد» عمران» ليلى ) إلى الحموعة 
2ح لسا علي » عر » مريم) مبخاصة د الابوة » . أوجد 
أيضاً بان العلاقة المکسیة ے۔' . 
امحل : 
ان موعة تعريف العلاقة س هي المجموعة | رتبة في س التي ترتبط 


۰۲ 


عناصرها بعناصر من ع وفق العلاقة س وهي في هذه الحالة ( ابراهم » 
زيد » عمرات ) . 
أما جموعة كم الملاقة م فهي اند موعة الجزئية في .ع التي ترتبط 
باناصرھا عناصر من سم وفق العلاقة م وهي [سال » علي *مرم . 
أما يبان الملاقة س فيو : 
هر دس *ع):(س*ع) دامع وس أب د ع)» اذن 
2( ابراهم » سال ) (٤‏ زید ؛ علي ) (٤‏ عران » مرم )]. 
آما بيان العلاقة 'لمكسية ے۔' فبفطی بالجموعة 
(2 )= )|( : رت ) دهر ‏ فن 


(2 2۱-6 |( سال » ابراهم ) ٠١‏ علي » زيد ) (٤‏ مرم ء عران )] 


۱ - العلاقة م, متناظرة لانه ب ( س ۰ع ) دس فان (ع»س)و س٤‏ 
ویشکل آغر إن م۱ ((8“ )6 ( حاب ) ٥رت‏ ) )من 
(۱) نرمز أحماناً لبيان العلاقة ب م بدلاً من 2 ولبيان العلاقة المکسیة 

ى- ١‏ بدلا من (ھ )۔' لاختصار الكتابة . 


ثم إن م ليست منعكسة > لأنها كي تكون منمکسة یلزم ويكفي 
أن ينتمي ( س٤س‏ ) إلى م, ( ياس د سم ) » وهذا الشرط غير حقق 
لان زنء<) و مثا . 

وي تكون س, متعدية يحب أن بتحقق الاقتضاء التالي : 

۷ ( س٤ع‏ ) و (ع٤ص‏ )دع ےے (ساص ) 2 مر 

ولکننا نلاحظ أنه بالرغم من كوت (ت><) > ( ٤<‏ ت )ةع 
فان ( ت٤ب‏ ) # سس فالملاقة غير متعدية . 

وتكون س, لاتناظرية إذا تحقق ما يلي : 

اذا کان ( س٤ع‏ ) و (ع»س ) د فان س دع 

ولكن س, لا حقق هذا الشرط لآن ب ع < على الرغم من کون 
٤< (‏ ) و( دیب ) دس فالعلافة ليست تناظرية . 

ثم إن س, ليست تخالفية » لأنها كي تكون تخالفية يحب أن یتحقق 
الاقتضاء التالي : 

۷( س٤ع‏ )دم که (ع“س) قوم 

وهذا الشرط غير عُقق لآن (ب»2<) ر(حاب )وی 

٢‏ العلاقة مم ليست متناظرة لأن (24 )8 سي في حين 
( 40 ) دمي کا أنها ليست منعکسة لان كلا من ( نات ) > (<٤م))‏ 
( ۶4۶ ) لا ينتمي الى سپ . 

کا أنہا ایست تخالفية لأن ( 48( ) د ري في حين لا یکن العلافة 
التضانفية ان تحوي عناصر قطرية غير أن سي متعدیقلان ([»م) و((»د) د سم 
وكذلك ( | ) دمم . 

کا أنها لانناظرية لأنه لا تحوي زوجين من الشکل (س»ع) و (ع»س). 


۳۰4 


۳ - الملاقة ےس متناظرة ومتعدیة ولا متناظرة ولکنہا ليست منمکسة 
٠‏ ( (<<) ف مي ) ولیست تخالفية لانہا تحوي عناصر قطرية . 
۽ - العلاقة , متمدية وتخالفية ولکنہا ليس تمنعكسة وليست متناظرة 
ولیست لامتناظره . 
۷ - لتکن ی علاقة معرفة في الجموعة میم ام »بت + ح٤‏ ئ 
بالتمشل الديكارتي التالي : 
١‏ - بين صحة ما بلي : 
ون سب Purs ٤٥‏ 2 و و ع عن 
۲- هل هذه العلاقة منمکسة ؟ متناظرة ؟ متعدية ؟ 
۳- آوجد العلاقة المكسية ں۔' ومثلہا سسا . 
3 


5. 


7 


المل : 
ان بيان الملاقة س هو : 
هر =}) (x>) < (so) ¢ (oo) ¢ (Peo) 2 (ap‏ 


۳۰۵ 


(ى“8) » (5ب ) | ومله: 

EE‏ ( جت ) 8 2ی كسام خطا لات 
(۶»() د د > ےی صح لان (4۵و) ود وأغيراً ت اب شطاً 
لا رباب )دھ 2 

۲- ان هذه العلاقة غير منمكسة لأن ((00) 2# وهي ليست 
متناظرة لأن النقاط التي تحققہا ليست متناظرة مثنی مثنی بالنسبة القطر 
فنجد مثلا أنه ليس للنقطة ( و6( ) نظير بالنسبة القطر . 

وهي غير متعدیة لان ( مت ) و (ت»۲) دد بينا )۲٩((‏ # دی 

۳- ان بيان العلاقة المکسية ی-۱ هوه: 

ورتم( (oc) ¢ (weP)‏ ¢ (فات ) > (mee)‏ 
( 44۸ ) » (تs))‏ . 
والتمتيل السبمي للملاقة 
اتك و مو 


الشکل (۱۰۸) 


۱۱۸ - آوجد خواص الملاقة س المرفة في الجموعة سیم بجوعة 
مثلثات الستوي » مخاصة التشابه . 
الل : 


إن بيان العلاقة س هو : 


د = |( کن :زب د سے × سہ و م یعاہہ ت )۔ 
ان كل مثلث م يشابه نفسه أي ( »م ) د2 بم د س فالملافة 
منعكسة . 
إذا كان ( مب ) دد أي الک ( يشابه الثلث ب فان ب 
م7 تن 
يشابه م أي (ب»ىم) دد فالملاقة متناظرة . 
ي سس 
إذا كان ( )و (ب><) د3 أي ( یشایہ ت وت شابه < 
م 
فان م بشابه < أي ( »< ) د3 فالملاقة متمدية . وبا ان الملافة 
ي 9 
متناظرة فہي ليست تخالفية . وبسپولة نرى أنها ليست لاتناظرية . 
۹ - إذا عرفتا في المجموعة ط* » جموعة الاعداد الطبيعية المغايرة 
للصفر » الملاقة س بالخاصة س + ع = ٠١‏ © أوجد خصائص 
هذه الملاقة . 
اليل : 
ان بيان هذه الملاقة هو : 
هر < (()؛ (YF) ¢ (AY)‏ ¢ )%4( ¢ )0<0( < 
)$3( ¢ (۳۸۷) < (۲۸) ¢ (۱4)). 
العلاقة س غير منمكسة لاٹ (4))) 3# . وهي متناظرة لان 
e (۷‏ )دھ عرت() دق أو س + ع يت 1١‏ سه ع + س ۱۰ 
وهي ليست لامتناظرة لان : 
(4۰۱) و (۱۹) دقر بنا ۹۱ . وهي غير متخالفة وجود 


بس )14( 


العنصر القطري ( ه4ه ) وهي غير متعدية لان (۹)ء (۱۱۹) 2 ثر 
بنا لاهن . 
مم“ 


۸۰ - اذا كانت م, وس علاقتين متناظرتين معرفتين في الجموعة 
سم » برهن أن م, م ہہ علاقة متناظرۃ في سصم. 
المل : 
ما أن كلا من العلاقتین م وم قثل جموعة جزئية في الحموعة 
سم × سہ فالملاقة الممرفة ہے مسي قثل جموعة جزئیة في المجموعة. 
هرم × میم وبالتالي فبي علاقة معرفة في المجموعة سم . 
إذا کات ( ٤ت‏ ) وم مسي فان ( ٤ب‏ ) دس وکنلك 
( ٤ب‏ ) دسى. إن سي اوس متناظرتان حسب الفرض فبکوت : 
( بت ) د عه (نءم) در و( ت )د ص(بطادں 
وبالتالي ( تہ () دس معي فالملاقة س ۸ سپ متناظرة . 
۱ - [ذا كانت م علاقة في المسموعة سم وى ١-‏ الملاقة المکسیةء 
برهن صحة الملاقات التالية : 
س متناظرة جه س ١-‏ متناظرة 


ن متعدیة ‏ جه ی-۲ متمدیة 


اليل : 

إذا كانت س متناظرة فان ( لات ) وی سے (ب»م) دس . ومن 
جبة ثانية ( مت ) و(ب6م) دس سے (بءم) و ( مت )ون 
إذن ب (سءلم) دں۔! سے ( لت ) دای-۲ خالملاقة ی-۲ متناظرة . 


إذا كانت س متعدية فان ( مت ) و (ب»<) دس عه ((»<) دای 


۳۰۸ 


رفن حبة ثانية 0 
( ت(“ ( =(“ ) )<>( )اس ہہ (بک() > ( جات ) ) » (<۵) دى-١‏ 
إذن : پ( جات )>( س“( ) وا م۱ سے (<كم) و ت۱۲ فالعلاقة 
م۲ متعدية . 
من أجل البرهان على صحة العلاقات اه ني الاتجاه الماکس يكفي 
أن تلاحظ أن الملاقة المكسية للعلاقة مر-۱ هي العلاقة بس الأصلية کا هو 
واضح من تعريف الملاقة المکسیة . 


۳ - إذا كانت س علاقة منمکسة ممرفة في ا حموعة سم وکانت 
پ علاقة ما معرفة في ال جموعة نفسها » برهن أن الملاقة 
م نامي علاقة متمكسة . 
الصل: 
ان الملاقة م منمکسة سے س سس بس و سوم أو بعيارة ثانية: 
باس د هرم فان ( س٤س‏ ) دس وبا أن : 


من 2 عي لا سپ فانه برس و سہ یکون (س٤س‏ ) دم ن ےہ 


فالملاقة م لا على منعكسة . 


۳ - نا اخذ في المجموعة سم = إ ٠١‏ ۳)۲ الملاقات التالية : 
= ۲۲۱۰۸۲۰ 
روش 
کو ({ . بسن فا اذا كانت هذه العلاقات متعدية. 
الل + 

ان الملاقة من متمدية لان (۳۱) و( ۲۲) دسي وحكذلك 
(۲۱) دم . 


أما العلاقة سے فليست متعدية لآن (۱۶۲) و ۲۱۱) 3 مي بینا 
( ۲۶۲ ) وا 
وأما الملاقة سپ فهي متمدية وذلك لن بيان هذه العلاقة لا يحوي 
زوجي من الشکل ( س٤ع‏ ) و ( ع“ص ) کا فعلنا ذلك في التمرين رقم ۱۷۹ ۰ 
- لتكن مر و عم علاقتسین معرفتين في الاعداد ا حقیقیة ج 
با حاصتین س" + ع" < 4 وس + ع > ۲ على الترتیب . 
١‏ - احعث في الانمكاس والتناظر والتهدي لكل من عم و سب 
وأعط التمثيل الديكارتي با . 
۲ - عتن بیان العلاقة عن م سم . 
اليل : 
١‏ - ان العلاقة سر ليست منمکسة لان م دح با (۲)۴ + (۲)۳ > 
أي ( ۳۳ ) # “وهي متناظرة لانه ب ( س٤ع‏ ) ۵ م أي س"+ ع" < 4 
فان ( ع٤‏ س) دمم لان ع" + س" < و . وهي أيضا ليست متعدية لن 
( ۰۸۱۸۳۱ (۲۱۰۱) دم بنا رباع > ۲۷ )و سرحيث 
۲۳ > و .۰ 


7 ۱ ۱ 
أما العلافة ر فليست منمکسة لان ( > > ) هس .ومن الواضح 


أنها متناظرة ولکنہا ليست متعدية اه (۲۱)ر( ۲ )د ییا 
1۳ 0 گی 
Uy ۱)‏ جيك ۷ ۷ حر ۲ ۰ 
إن التمشيل الدیکارتی الملاقة م یعطی بجموعة النقاط الواقعة داخل 
الدائرة ( التي مركزها مبدأ الاحداثیات ونصف قطرها ۲ ) أو على محیطہا۔ 


۲۰ 


بينها تعطى العلاقة سي بجموعة النقاط الواقمة على الستقم و الذي 
معادلته س + ع = ٢‏ “أو على ننه . 


الشکل (۱۰۹) 


۲- ان الملاقة ےس م سب تشا, جموعة النقاط امحفقة لکل من الملاقتین 
میم و سم وهي النقاط المشتركة بین بہانی هاتين الملاقتين أي نقاط الجزہ 
الشبكي من الشکل . 

۵ - تكن الجموعات ثلاث سم = (١؛‏ ۰۰۰۱۰۳ ۲۷ 
E gy‏ ع( 5442ام) رصہے(١١١٢٦۱)ء‏ 

إذا كانت العلاقة سس ممرفه من سوم إلى .ع بالخاصة ون - ١‏ دع. 
وألعلاقة رم معرفة من .ع إل صہ بلخاصة « ماع حص » حيث 
س و سم وع 3ع وص باصہ . أوجد العلاقة المركبة م مسن 
ووضح ذلك بالخطط السہمي . 


الل : 
ان يبان العلاقة اس هو ؛ 


۲۱۱ 


هر =( ))(“؛ )2 ( 10۷ وبیان العلاقة مي هو : 


r 


۔))١۱۹۰۷١۰۸(٤+)۳۳((گ هر‎ 
r 


إذن بيان العلاقة المركبة هو إ( ۱١١۷‏ )) ويتضح هذا باقطط 
السهمي التالي : 


۹ - إذا كانت م و مم علاقتي التوازي والتعامد على جموعة 
الستقیات في مستو على الترتيب » برهن صحة ما يلي : 
0 مره مر حدم ۲ ہب حت عي عم حمل 
۴ مب هم < مر 

اضل : 

5) إذا كان (۴ ٤‏ ۴( د (م »)دم فان ( 2)۴ سیف 
ومن جبة ثانية فان ۱6۱ ما دص لان المستقمات الثلاثة كم كن 
متوازية . وعلى المکس إذا كان (م ؛ مم) د فيمكن إيحاد مستقم 
مې بوازي كلا من م, وعم وبالتالي فان (م ما د ( مم ٤‏ م ادس 
أي لم م ) دعب ہس » إذن مر اك مب ۰ 

۳ إذا کات (ع عسي )دم د ام ]دس فات 
( “عم) د م ١‏ م ومن جهة ثانیة یکون مې موازیا مې و مې وديا 


۳۳ 


على ۾ اذن فى ودي على مي أي (م, »مب) 3 سي . وعلى المکس 
إذا کان زم » مې دمم أي ۾ ودي على مي فیسکن إيحاد مستقم 
f‏ ہوازي ې فیکون شودیاً على م, أي (عم“عم) د عن د (مكم,)ة عى 
إذن (ص ٤‏ مم) 2 م دعي وهذا يمني أن ما ای یی 

ولبرهان العلاقة مب ہس = سپ پأخذ (مركى) دب د )مک با 2 م 
فسکون بي ۶مم) دعب٥‏ سس . ومن جہے تنية إذا کان ۾ از مب 
و مې دم فان م لمي أي (م,»م) دعي . وعلى المکس إذا كان 
زم ٤‏ مم) د ہم فانه یکن إيجاد مستقم مې || م سه مي ل مې ویکون 
لكف )قعل د ( م٤‏ م )دم ڪه (ي اي )ده أي 


2-007۲ 


(r‏ إذا کان سی ٤‏ مى,) و (مپ٤مب)‏ دعي فان المستقم مس مودي 
على كل ن )و قاس وهذا يعني أن المستقيمين 6« د مم متوازيان أي 
(م, ٤‏ مم) د . وعلى العكس إذا كان ( م » مي) دس فيمكن ایجاد 
مستقم مې عمودي على كل من م, و مم وبالثالي : 


( ما د لعن /ى) دب جه (مام) 3 عر فسن 
أي أن مب می مير سے 
۷ - تمرف في الجموعة ((*ت 2 <456ه 4و] اللاقتے 
بالبيارن : 
در - ((۰)۳۲ ( جح ) » (حصی)ے (حعر) 2 (یویمے) ٤‏ 
( کک ) » ( وگو ) ٩‏ (و<) » روا )24 (وو) ) 
اعط التمثیل الديكارتي طذه العلاقة وارمم ا حخطط السپمي لاء ثم 
قرر فا اذا كانت هذه الملاقة منمکسة » متناظرة أو متعدية . 


نض 


عا هو الخطأ الرتکب في ا حاکة التالية : 


« س علاقة ثنائية معرفة في سرم متناظرة ومتعدية فسکون لدينا : 


س مخ سا ع راس ( الملاقة متناظرة ) 
س ع و عم من سے سن ع من ( العلاقة متعدية ) 
ينتج عا سبق أن العلاقة منمكسة ء . 
اطصل : 


إن التمثيل الديكارتي وا خطط السبمى العلاقة سن هما: 


یچ ا الت 


التمشيل الديكارق اقطط السهمي 
الشکل (۱۱۱) الشکل (۱۱۲) 


ان العلاقة مس ليست متمكدسة لأن ( بكب ) 2# .وهي متناظرة 
وهي 


سو بیو 


لأن التمثيل الديكارتي متناظر باللسبة للقطر . وهي متمدية لانه کلا 
انطلق سهم من عنصر من هذه ا حموعة إلى عنصر ٿان ۲مم تبعد سهم من 
هذا المنصر إلى عنصر ثالث فان هنالك سما من العنصر الأول إلى العنصر 
'الثالث > کا انه كلا انطلق سهم من عنصر من هذه ا حموعة إلى عنصر 


ٿان ٤‏ ثم تبعه سہم من هذا المنصى إلى العنصر الأول نفسه فان منالك 


E 


منحنیاً مغلقا عند العنصر الأول » أي أن هذا المنصر مرتبط بنفسه 
وفق العلاقة المفروضة . 
إن الخطأ في الماکمة المعطاة اتج عن أن وصف الملافة س بانہا 
متناظرة لا يتطلب صحة الملاقة س ع عه ع ساس من أجل كل زوج 
من الجداء سے × سم 
وكذلك فانه عندما نصف هذه الملاقة بأنها متمدية فان ذلك لا 
بتطلب صحة الملاقة : 
سن ماع وع س ص کہ س سن صن ۷( س٤ع‏ ) ) ( ع)ص ) و مرے × سے 
بینا لا يمكننا أن نصف علاقة بکونہا منمکسة ما لم نتحقق الملافة 
س سس ۷ س د سوم 
ومثال ذلك الملاقة التي درسناها أعلاه فہي علاقة متناظرة ومتعدية 
ولکنها غر منمکسة . 
۸ - لتکن سم و سيم جموعتين منفصلتن تحوهم اما ا حموعذ 
میم . ولنعرف العلاقة اس في سم بالشکل 
(س ٤ع‏ ) دی جه (س دسم و ع دسم ) 


بين فيا إذا كانت هذه العلاقة منمكسة » متناظرة » متعدیة . 


الحل : 
ان العلاقة مس ليست منمكسة لأنه باس وسم( مثممة سی 
وهي ليست خالية ) فإن (س»س ) فس . وهي غير متناظرة لن 
( س٤ع‏ ) دس جم رس و میم وع دسي ) بینا لا حقق الزوج 
(ع“س) العلاقة م لآن ع وو سے و س و سے وذلك لان هاتين احموعتین 
تفسلتان 


با 


وأخبراً العلاقة اس متمدية لآن الاقتضاء : 

(س »ع) و (عص) دی سے (س »ص ) دیس ۱ 
عقق لن الفرض زس»ع ) و (ع»ص ) دس لایکن أن بتحققء أي 
أنه لا يوجد عنصران من الشکل ( سعع 4 و (ع»ص ) ينتميان لاس 
( انظر التمرن ۱۷۹ ) . 

۹ - لتكن الجموعات الثلاث : ےت 5 
هوم = و و صمح رب رر »و ]6 
)ے٢‏ 
کزںا منت مت © مج © سے سس ا پش 
pk‏ 3 5 7 
ولتعرف العلاقتین س من سم الى صرم والعلاقة به من صم الى 


ع با يلي : 


م = ((ت) )۱۳۵۱۹۱ 
نہ peh}‏ شار ریخ 
١ ۷‏ 
یی و شا 
5- ارسم ا حطط السہمي العلاقة مس ثم العلافة ىہ وأخيراً لملاة 
یه وی واکتب عناصر الملاقة له وص . 


ارمم الخطط السبمي للعلاقة س-١‏ ثم العلاقة به-۱ وأخصيرا 
للعلاقة س-١‏ هو ىه ١-‏ واكتب عناصر الملاقة سن-١,‏ فه-۲ . 


د قق من أن روا )- ےب ےم 


۲۷٦ 


ال : 
٩‏ - ان ا خطط السهمي للعلاقتين و ده هو : 


الشکل (:۱۱) 


وببان العلاقة المركبة داهس هو : 


cerned} 
.)) (6) (6 ( 


۲ - اقطط السيمي للعلاقتين العکستین پوت و س هو : 


۲۰۷ 


الشکل (۱۱۰) 


الشکل (۱۱۰) 


بیان الملاقة الر کبة ے۔اوں۔! هو : 


۱ 
6۱۳۱۹۱۱۹۱4 رر‎ 
eer 


م - بقارنة بيان الملاقة ال رکبة ده هم وان العلاقة المركبة 
يداو س١‏ نجد أن : 
( و وی )۱ عوهت 


ریکن التحقق من هنذا بقارنة الشکل (:۱۱) بالشکل (۱۱۰) 
والتا كد من أن آحدها بطایی الثاني بعد تغبیر اتجاه اسهم 1 


۳۱4۸ 


تار نی نیل 


۰ - لتكن سم جموعة سكان مدینة حلب . لنأخذ العلاقات المرفة 
في سم بالخواص الثالیة : 
١‏ س زوج لع ۲- سأكير سنامنع ماس ادع 
حيث س ٤ع‏ د سوم . اذ کر خصائص كل من هذه العلاقات . 
۱ - للمتبر العلاقات المعرفة في جموعة الأعداد الطبيمية ط بالخواص 
التالیة : 
-١‏ م <اآت. ۲ - من مضاعفات ب . 
.Yreo=vu+Pr —F‏ 
4 - له رقم آحادت ؛ حيث اب وط . 
اذکر خصائص كل من هذه العلاقات . 
۳ - إذا كانت ی و هه علاقتين ممرفتين فی الجموعة موہ . برهن 
صحة ما بل : 
١‏ - س لاتناظرية جه ں۔' لاتناظرية . 
٢س‏ س متعدیة جه ں۔! متعدية . 
م اس تخالفية جهن ہے ادو 
)مب اس متناظرة ىہ متناظرة سے س م له متناظرة . 
ہے لس )کے دا وی 


4 


-۳ 


- 


- 0 


-۹٦ 


¬ 4% 


- ۹۸ 


-۹ 


. اس لاتناظریة و وه لاتناظرية عه م ن مه لاتناظرية‎ - ٩ 
. ۷س س متعدية و له متعدية سے سم ل وه متعدیا‎ 
. س متناظرة عه س ۾ چ ج‎ ۸ 
لتككن م علاقة معرفة في المجموعة سم . لارمز ب ك للمجموعة‎ 
القطرية في سے × سم ( ك = | ( س٤ س ) : س و سہ))‎ 
: برهن صحة العلاقة‎ 

م لاتناظرية جه ان ۾ م-۲ دك 
أوجد الصلة بين علاقة منمکسة ی في المجموعة سوم والجموعة 
القطرية ٤‏ ك » فى سم« سم . 
اذا كانت ی علاقة متعدية في ا جموعة سم ء برهن أ 
بیان الملاقة المركبة مهس جموعة جزئية في بيان العلاقة م. 
لتككن م علاقة معرفة في جموعة الدواثر في مستو بخاصة 
التمركز ( أي : مب سه لم وت مركن واحد ) أوجد 
خواص هذه الملاقة . 
هل توجد جموعة سم حيث تکون كل علافة معرفة في 
سم متناظرة ؟ 
إذا كانت س علاقة متناظرة ومتعدية في ال جموعة سم وكان 
۷ س 3 سم 3 ع و میم و س م ع ء برهن أن ان منعکسة . 
كن مرو ده علاقتين معرفتین في جموعة الاعداد الحقيقية ج 
با حاصتین : س + ۲ع <۲ و س +ع > ١‏ علي الترتيب . 
اذكر خصائص كل من اس و اله ومثل ذلك دیکارتبا ثم أوجد 
الملاقة ی م كه . 


۲۲ 


.]44 لتكن المجموعة سح = ( 25 4م‎ - ٠ ٠ 


اذكر العلاقة 


القابلة لكل من البیاات ااتالية : 


f(r) ۰۳۱۹۱۱۸۲-۲‏ 
بت ۱۹۲۲۱۸ ۲۲(۹ ۰۲۳۱۱/۳۱۲ 
۲۱۰۱۱۳۲۴۱ ب7 ۰۲/۳۱۲ (16)) 


۱۱۲/۳۳۱۹۱۳۲۱) => 


ہے ((۱۱ ۲۱۸۲۱۱۳۹۱۲۱ ۰۲۰۲ 
۲۹۱ ۳۳(۲) 1:۱۲)] ۰ 


ه- ز(ر) ریں)۔ 


-١ 


مثل ديكارتي) وسهميا العلاقات التالية المعرفة من ال جموعة 


tere <14} = r‏ )إلى ا مجموعة 
E&‏ وو رو ی۔ 


21 


> 


س کے ع ١+‏ 
سا > ۰ 
او وہ ہس 


٢ ۲ 
تسچ‎ 


- 


= 


6 
6 
6 
6 


سے س داع" 
حرس + ع < و 
س؟ بع" کے ) 


5 - 
و 


ج س + ع = مضاعف ۲ 


۲ - لتکن ع (سرم) جموعة أجزاء ا جموعة سم ولنعرف فيبا 
الملاقة دب منفصلة عن اه حث پت < وي (عيم). 


بين الخواص التي تتمتع بها هذه العلاقة . 


Y1 


أجو ب وارشادات 


۰ - ۱ - متناظرة . ۲ - متعدية » متخالفة 
۳ ل منمکسة > متناظرة » متعدية . 


١ - ۹۱‏ - متعدیة » متخالفة . ۲ - منعکسة » لامتناظرة » متعدية 
م -لاتتمتم باي صفة من الصفات ا لمروفة . 
غ - ملعكسة » متناظرة ؛ متعدية . 


. ال حموعة القطرية محتواۃ في بيان العلاقة المكسية‎ - ۱۹٤ 
. منمكسة » متناظرة » متعدية‎ - ٩ 
. المجموعة الخالية أو ا جموعة ذات عنصر واحد‎ ۱۹۷ 


5 3 س سکع . بات س گے ع . 
جات اس -دع. ی ب س يقبل القسمة على ع 
وس ساع حيث س المركبة الأولى وع المركبة الثانية 
في كل زوج . 


¥ - متناظرة . 


۳۳۲ 


القص اتاد 
ملا اتی وا لیب 


۱ - علاقة التکافو : 
Relation d’equivalence <“ Equivalence.relation‏ 
انمرف في سم جموعة سكان مينة دمشق العلاقة م بخاصة « السکن 
في شارع واحد » فاذا سکن علي في الشارع الذي يسكن فيه صلاح 
فإننا نقول إن علا مكافىء لصلاح من حيث سکنها في شارع واحد 
ویلاحظ يسبولة أن هذه العلاقة منمكسة ومتناظرة ومتمدية . 
ولنعرف العلاقة مس في موعة الأعداد الصحيحة بالشككل : 


ا =( ):( ٤ب‏ )د صمح صم و مات بقل 
القسمة علي ٥‏ 4 . 


من المروف أن : 


« لمحب يقبل القسمة على ه » جے و بقيا قسمة ( واب على م 
متساویان » ١‏ 


لذا تقرل في هذه ال مال إن المددين !م٤‏ ت متكافئان من حيث پا 
قسمتہا على ه . ويبرهن بسهولة أن هذه الملاقة منمکمة ومتناظرة ومتعدية . 


(10) ۳۳۳ 


تعريف : نقول عن علاقة س معرفة في مموعة ما میم إنها علاقة 
تكافق فا إذا كانت : 
-١‏ منمکسة ؟ - متناظرة ٣‏ متعدية 
ونقول عن عنصرین 4ب مرتبطين بعلاقة التكافق س إنہا متکافثان 
وفق س ونکتب : 


مثال (۱) : إن علاقة التوازي العرفة في مموعة مستقيات الستوي هي 
علاقة تکانو وذلك لأنه إذا كان م > مب ٤‏ هم ثلاثة مستقيات 
كيقية من هذه ا جموعہ فان : 
۱- الستقم م يوازي نفسه م | مہ فالعلاقة منعکسة . 
۲ - اذا کان م من فان مس || مراي م || م جه م || م 
والملاقة متناظرة . 
- اذا کان م | م و م مب فان م || م والعلاقة متعدية 
أي + ؛ الم وم امم سے م ام 
مثال )٣(‏ : إن علافة التمامد بين مستقيات المستوي ليست بعلافة تکافؤ 
وذلك لان م کستقم من هذه احموعة لا کن أن یکون 
۔متعامداً مع نفسه والملاقة لیسٹ منعکسة وهلا يکفي 
للنرهان على ان العلامَة المذكورة لست بعلاقة تسکاف . 
مثال (۳) : إن قولنا « م من عمراب » من أجل طلاب مدرمة يعرف 
علاقة تكافق تحمل كل طالبين ولا في عام واحد منکافئین 
من حیث العمر . 


۲۲ 


مثال (4) : لترمز بالزوج ( »بت ) للمدد العادي | ب حيث يثل م 
صورة (بسط ) الکسر واب خرج ( مقام ) الکسر ولنعرف 
في جموعة الأعداد العادية الملاقة : 
( ب کے ( س٤ع‏ ) جه با ع = س. سے 
إن هذه الملاقة علاقة تكافق لتمتعها بالخواص التالية : 
١‏ ( ت٤‏ ) ے ( تب٤ح‏ ) لان برح = جرب والعلاقة منمكسة 
ا زب )یاسکع ) > ( س٤ع‏ )س (ت٤ح)‏ وذلك لان : 
باع کس ج سے س جک باع والعلاقة متناظرة 
٣‏ (بكح)م. (س۴٤ع)‏ و (س٤ع)‏ س (دکھ) سے (ت4ج) ر (۶٤ھ)‏ 
وذلك لان : 
نالع س سو س سے کاع جه ناهج واج 
لأنه اذا ضربنسا طرفي المساواة الأولى ب ھ واستفدنا من الساراة 
الثانية تد : 
عتم = ع 5 < 
والتفم على ع ( الذي لا يساوي الصفر ) نجد : 
نه سکس أي ( بء< ) س (5“ه) والملاقة متعدية وهو المطلوب 
۳ - أصناف ( صفوف ) التكافق 
Classes #équivalence . Equivalence Classes‏ 
إذا عدن إلى المثال (۱) فسوف نلاحظ أن علاقة التوازي المعرفة في 
جموعة مستقيات الستوي تقسم هذه ا حموعة إلى تموعات جزئية تتکون 
کل واحدة منہا من جميع المستقيات المتوازيه:فما بینہا ونقول إن مستقمات 
کل من هذه المجموعات الجزئية متكافئة مم بعضہا من حيث کونها موازية 
لواحد منہا . 


۳۳۵ 


سس رش شش یں شش دی 
۱ تعريف : إذا عرفنا في اعت مر علاقة تافو ب انا لكوأ 
( عنصر كبقي من موہ فإننا نسمي ا حموعة الجرئية من ضہ الي 
تتکون من المناصر المكافئة ل م وفق س صنف تکافو | ونرمز له 
ب ص (() وتسمى (8) مثل هذا الصنف . 


ينتج من هذا التعريف 

وب كل عنصر س د سم ينتمي إلى صنف تکافؤ . 

؟- إذا اشترك صنفا التكافق س (ب) “> ص (ح) بعنصر فإنها 
متطابقان أي مثلان جموعة جزئية واحدة من ريم . 

في الحقيقة إذا كان س د س (س) و سد ں (ح) وباأن علاقة 
النكافق ی علاقة متناظرة ومتعدية فانه پکون : 

سس مب و عن ع سے سس يبع سل و امن سے حو شی تب من عد 
وإذا کان س د ص (ب) فا سي مت ويا أرن ناسح فإننا 
نجد س رح أي س دس (<). فكل عنصر من الصئف الأول 
هو عنصر من الصف الثاني . 

وبشكل مائل نرى السکس فالصنفان متطابقان وهو الطلوب . 

۳ - إذا كان ب»< غير متكافئين وفق ے فإن المجموعتين الحزئيتين 
ص (س) و ص (ح) منفصلتان وهذا يعني أنه لا پوجد بين هذين 
الصنفین أي عنصر مشترك أي : 


ص (ب) ۸ ص (<) = 4 


۳۳۹ 


ة أصناف ئن میم و 
لسدي وة أصناف ناا 


ل 


ا ۱ 
ی ار ورمز تاش پالشخش هنحص 


عثال (۳) : إذا عرفنا علاقة ر في موعة الأعداد الطبيعية ط بقولنا : 
« إن العددين الطبيعيين ب “نه زوجيان أو فرديان معاء 
فان س علاقة نکافژ تحزىء الحموعة ط إلى صنفي تكافؤ هما موعة 
الأعداد الطبيعية الزوجية وجموعة الأعداد الطبيعية الفردية . 
مه عادقة الترتيب Relation d'ordre < Ordered relation‏ : 
إذأ عرفنا في سكان مدینة ما العلاقة رب سلف ل ح) فيا إذا كان 
ب هو سح أو أحد والديه أو أحد أسداده فإننا نلاحظ أن هذه الملاقة: 
5- منمكة لأن ى سلف ل ب مہا کان ب من سكان المدينة . 
؟- متعدية لأنه إذا کان ب سلفالڑح »> وح ملفا ل و > فان 
نب سلف لی . 
۳ - لاتناظرية لانه إذا کان ب سلفا لح » وح سلفا لب > فان 
ٺ هي = نفسها . 
وإذا عرفنا في الد اواقعة على نہر الفرات علاقة يقولنا ( ب 
آخفض من < ) فيا إذا مر الاء في المدينة س بعد مروره في المديئة < 
أو في الوقت ذاته » فعندئذ نلاحظ أن هذه الملاقة تتمتم كذلك بالصفات 
الثلاث المذكورة قبل قليل . 
( لقد أعطينا » کا يلاحظ » لكلمتي سلف واخفض في هذين الثالین 
حمنی أوسع من ا عنی الألوف حیث اعتبرنا الانسان سلفاً لنفسه واعتيرنا 
المدينة اخفض من نفسها) ۔ 
وبصورة عامة : 
نقول عن علاقة اس معرافة في مموعة میم إنها علاقة ترتيب فيا 
إذا كانت : 


١‏ س منمکسة ٢‏ - لاتناظرية 


۲۲۸۶ 


وإذا كان اب س ح وفق علاقة ترتيب فاننا ترمز لذلك عادة بالشكل : 
ات چ سے أو ح > ب 
ونقرأ ذلك بقولنا : إن ی سابق ل < أو واقع قبل < کا نقول 
إن < لاحق لاب أو واقع بعد ب . 
مقال (۱) : إن حلاقة الاحتواء د العرفة في بن (سح) جموعة أجزاء 
امجبوعة سم هي علاقة ترتيب . لأنه اذا کان ب »< )5 
ثلاث جموعات جزئة من میم فإنه يكون حسب تعريف 
الإحتواء : 
١‏ نادف علاقة الاحتواء متعكسة 
-٢‏ إا لان تب دح و اس داب > ب ع 2< الملاقة لاتناظرية 
م إذا كان ف دح و دد ی بي ب د و العلاقة متعدية 
مثال (۲) : أن علاقة « يقسم » المعرفة في جموعة الأعداد الطبيعية الموجبة ط* 
هي علاقة ترتيب. وذلك لا : 
۱ - متمكسة: پاب وط* بات 
۲ - لاتناظرية : ب |< و جات سے کد 
۳ - متمدية : |د > =| سم تاک 
مثال (م) : ان العلاقة الألوفة > العرفة في جموعة الأعداد العادية هي. 
علاقة ترتيب لأنها » کا هو واضح » منمكسة ولاتناظرية ومتمدية . 
ی٦‏ - الترقيب الكلي والترتيب ا مزئيی 
Ordre total . Ordre partiel . Total ordre . Partial ordre‏ 
إذا درسنا علاقة الترتيب المعرفة في موعة الأعداد العادية .ع وااي 
نرمز لها ب ك فإننا نستنتج بسپولة أنه مہا کان العددان العاديان ٤ے‏ 


۳۳۹ 


میں 


خانی! ققان واسدة على قز 


نپا شقان الملاقة 


نقول إن الحلاقة 


عرتمة کا بالملاقة 


ولا فا 


رسز عادة قمر عة میم معرف اها 


غاذا كانت نے اقا تر 


الركة الثائية 


۷ 


ہب ا( مرو فة 
كسل زوج مرتب ست 


سپم متلاحقة من الاتساه ذاتد م 


مقال : (۲) إن علانا الترتيب العرئة ب (يقسم) على ا حموعة (۱ 4۲۰ مہ 
4 > + ! قثل بالط السوي المرافق وهي علاتة ترنیب جزني 


ري آزواجا لا قتصل بر اا پیعضپا يسوم واحد أي 


يأكثر من سپم من اتجساء 5 ۳ 
واحد مثل : (۳۵) 6 و کی 


(ہ٤ہ)‏ 6 (۳۲) 6 یں ہا 
٥٠ . )۷ (‏ سس۹ 
الشکل (۱۱۸) 


تعاریف : 


: إذا وجد اي جموعة ںہ مرتبة عنصر ا محیٹ‎ -١ 
بت جرس پس وموم‎ 

فانتا نسسه العنصر الاول في هذه امحموعة . 

وإذا وجد في میم عتصر ات حيث : 
بت یس ياس و سم 


قإننا نسمبه التتصر الاخير في هذه ا حجموعة . 


مثال (۱) : إن الصفر هو العنصر الأول في مموعة الأعداد الطبيعية وفق 
علاقة الترتيب << . لیس هذه المجموعة عنصر أخير وفق 
علاقة الترتيب هذه . 

مثال (۲) : ان الصفر هو المنصر الأخير في مموعة الاعداد الصصحة 
السائبة والصفر » ولیس هذه المموعة عنصر أول وفق علاقة 
الترتيب >> . 

مثال (۳) : نلاحظ في المجموعة ۳۲۸ ۱ التي عرفنا فیہا 
علاقة ترتیب « یقسم » أن المدد (۱) هو عنصر أول في هذه 
المجموعة لانه بقسم کل عنصر من عناصر هذه ا جموعة ولیس 
ها عاص أخير لانه لا بوجد أي عدد من هذه ا جموعة یقبل 
القسمة على كل واحد منہا . 


۳۳۲ 


۲ - لتکن ا جموعة المرتبة ( موہ »ی ) ولیکن ۵ب عنصرین 
متقارنين وفق العلاقة مس بالشکل م << ب . تعطى عادة التماریف التالبة : 
۱- ال جال الفتوح الذي يبدأ ب م وينتبي باب هو الجموعة الجزئية 
في سوم المكونة من العناصر س ا حققة العلاقة : 
( رس جات > س عو م ٤‏ س كوت ات (*) 
ترمز لهذا ا مال الفتوح ب ] ٤|‏ ب[ . 
؟ - ا حال الغلى الذي مبدژه م ونهايته ب هو الجموعة الجزئية في 
سوم المحكونة من العناصر س ا حققة للعلاقة (٭) بالاضافة الى 
المتصرين ٤ن‏ وزمز له ب [ ]ات ] . 
۳- ال جال الفتوح من اليمين الذي مبدژه م ونهايته ب هو ا جموعة 
الجزئية في سم المكونة من العناصر ا حققة للملاقة (٭) بالاضافة 
إلى ب ورمز له ب ]۵ات ]. 
۽ - الجال الفتوح من الیسار الذي مبدژه | وثہایتہ ت هو ا حموعة 
الجرئية في سم الکونة من العناصر ا حققة للعلاقة (ج) بالاضافة 
إلى ( ونرمز له ب [ بت [. 
مثال : إذا عرفنا في ال جموعة سرمت [ fea cv eto cge)‏ 
علاقة الترتیب ١‏ يقسم » فإنه بکون : 
ادل دلا 
[٢۹۰۱]]ے‏ 


rrr 


rei 


۰ ۲ - نعرف في 6* » جموعة الاعداد احشقبة غير العدرمة > علاقة 
اة ےس بالشکل : 
س ی ع جه س ۰ ع کا أي س و ع من إشارة واحدة , 
برهن أن هذه الملاقة علاقة تكافؤ . ما هي أصناف تکافؤ هذه الملاقق, 
دا عرفنا في بي الملاقة ىه بالشکل : 
س قاع جه س ع کے 
هل هذه الملافة علاقة تکافو ؟ 
الحل : 


إن الملاقة : من ع جه س ٠ع‏ > . المعرفة في رع* هي علاقة 
تکافۇ لانہا تتمتم بالخو اص الثلات التالية : 


-٦‏ ملمكسة : پس د * س اس بے و 
۴ - متناظرة : إذا کان س ٠ع‏ > . فان ع ‏ س > . أي : 
س ماع ج عماس 
۳ - متعدية : إذا كان س ع که . وعءص > . فان : 
س ۰ ص که ۰ 

أي إذا کان س وع من اثارة واحسدة وکان ع و ص من [شارة 
واحدة فان س٤ص‏ من !شارة واحندة هي الإشارة المشتركة بين (س»ع اه 
ونکتب ذلك : 

سن ع و ع سا ص عه سی ص 

مذه العلاقة صنفا تکافو فقط ها موعة الأعداد الحقيقية ا موجية 

وجموعة الأعداد الحقيقية السالية . 


fo 


أما اذا عرفنا في المجموعة رح كامة با فما الصفر العلاقة سء عى 
فان هذه العلاقة : 

١‏ - منمکسة لأن س ٠‏ س گے ۰ وس دب 

۲ - متناظرة لآن اذا کان سن دع ے ۔ فان ع ۰ س کے ۔ 

۳- غير متغدية دوما لأن علاقة الاقتضاء : 

مدع کے . و ع ۰ص کے رس س .اص 2 . 

غير عققة مثا من أجل س =۴ © عد . » ص - +م إذ أن 
الزوج ( ع ٠>‏ ) محقق العلاقة الاولی س . ع ک ۰ والزوج (۳+۰۰) 
يحقق الملاقة الثانية ع . ص ك٠‏ بينا لا بحقی الزوج (۳+۰۳-۱) 
العلاقة س ٠.‏ ص 2 . 

إن ما تقدم ييرهن على أن العلاقة س . ع > ٠‏ المعرفة في ا حموعة 
ب لست بعلاقة تکافو لانہا علاقة غير متعدية . 
۵٤‏ - نعرف في بت (مرم) جموعة أجزاء سیم العلاقة : 

ناس سے حب (ه ماب سح ھ م ) حیث ه عنصر ممين من ع (سرم) 

. برهن أن الملافة ے علاقه تکافژ وعيّن أصناف التكافقٌ‎ - ١ 

» - برهن صحة العلاقة التالية : 

نانع < (وفق م) جه (ب ۵ < ) مهد و 

۳- ماذا يصبح شکل العلاقة ہے اذا كان ه = و آو و سم ؟ 
اشل ٠‏ 

ان الملاقة ے علاقة تكاؤوٌ لانبا : 

. متفكسة : تا من جه ۵ مان ح ھ ماب وھڈا صحيح‎ ٩ 


۳۳۹ 


5 - متناظرة: تار = که حيرات لأن : 
ھب =2 مح ع هرمح ع رامنا 
آل متعدية : ناض = و حے ک به ناس و وذلك لأن : 
[ه وت عه >[ و [ و و حعه و ]م ه وت عو و 
لان علاقة تساوي ا حموعات علاقة متعدية . 
اصداف تكافق هذه الملاقة : 


ات نامج (وقق ی ) جه ۵ وت هم حدس 
(ه جموعة جزئية من ) . 
وبا أن : ممه عقوت عه و ححەدفق 
فان احموعات الثلاث ه, »ب > < وکل مموعة مكافئة لواحدة منپا 
متحافئة ( وفق ی ) وهي تکون صنف تصاف له هھ نرمز له 
ب ص (ه ) إذا بدلنا به کل جموعة جزئية من ھ فسوف تحصل 
على أصناف تحافرٌ هذه الملاقة لژن : 
5 - هذه الأصناف غير خالبة لآن کل واحد منها يحوي مثله على الاقل. 
۲ - هذه الاصناف متفصة لانه اذا كان هې عو هې وحوی الصنفان 
ص (ه, )و ص (هي ) عنصراًمشتركا ں مثلا فسوف یکون: 
هرت عسھ رق دش - مهوت عم هپت هپ 
وهذا يؤدي هې = هې خلافاً ما فرضنا . 
5 - كل عنصر ك من ب (سح) ينتمي إلى واحد من هذه الاصناف 
وذلك لأنه إذا کان ه م کس هي ( قد تکون هي جموعة خالية ) 
فرت : 


هودع ھ ۾ هې دم ومذا يشي أن ود ص (هې) . 


FY 


+ إن هذه اتعلافڈ صحبحة لن : 
An I> Au)‏ = وه رزب مه)6 (<م2ه)- م 
( خامة توزيع 0 على ۵ ) 
جه ب پچ ۵= = وه ( من خواص ۵) 
چ ات یھ ر وفق ی ) 
م اذا کان ھن م فان العلاقة م م بح وه ۾ ح عققة دوما 
ونقول في هذه الحالة إن الملاقة س محققة دوماً فبي مطابقة . 
أما اذا كان ھم = سم فانه تكون : 
سوم م ب = للم م = اجن ان عد ج 
أي نس < جه ب = سح والعلاقة س هي علاقة التساوي . 
٦۹‏ - برهن أن العلاقة المعرفة في المجموعة ( 8ء ب» ح» 5> هع مه» طم 
بالتشل الديكارتي التالی هي علاقة تکافژ : 


الل : 

إن هذه العلاقة علاقة تکافو لانہا : 

١‏ متمکسة إذ أنها تحوي جميع 
العناصر القطرية . 

۲ - متناظرة إذ ان النقاط ا حققة 
مده العلاقة متناظرة بالنسة 
للقطر . يقابل كل زوج من الشکل )۱١(‏ 
الشكل ( س٤ع‏ ) محقی للملاقة الزوج (ع٤‏ س ) المناظر للقطر 
عقت العلاقة المفروضة . 

۳- متعدية لآن الأزواج الثلا للنقاط الواقمة على هذا الشكل تحقق 
العلاقة : 


۳۳۸ 


( س٤ع‏ ) و (ع٤؛ص‏ )من الشکل حه ( سعع ) من الشکل 
غلا (ت٤ئ)‏ و (ف٤ط)‏ من الشکل سے (ت٤ط‏ ) من الشكل 
¥ نقول عن علاقة س معرفة في ا جموعة میم إنها دائرية فیا 
ادا حقفت : 
باس = و ان 5 سح و مس رب 
برهن أنه ادا كانت علاقة منمکسة دائرية فإنها تکون علاقة تكافق 
وعلى المکس کل علاقة تكافۇ هي علاقة دائرية . 
الحل : 
با أن العلاقة مس منمکسة فانه پات وميم 2 بت مات 
ربا أن العلاقة داثرية فانه : 
( جات ) و ڑرپسےرب) سے باس سے 
وهذا يعني ان العلاقة اس متناظرة . 
وبا أن العلاقة ے متناظرة فان : 
(ت4< ) و (<6و) سے (یاب ) سے (ت٤ی)‏ 
والعلاقة اس علاقة متعدية وبذلك يبرهن ااطلرب . 
المكس : إذا كانت العلاقة ی علافة تکافؤ فإنہا منمکسة ومتناظرة 
ومتمدية أي : 
ناض سو لا کے سے وسن سے نا فى 
أي أن الملاقة داثرية . 
۲۰۸ - لتكن س علاقة معرفة في الجمرعة سم ولیکن 3 بيان 
هذه العلاقة ولترمز ب كر للعناصر القطرية في اطداه 
مسرم × سم و ٠١3‏ بیان الملاقة المكسية . 


5) ۲۳۹ 


ات برهن أن موقا : العلاقة ٦‏ منسکسة . 59 - متناظرة . 
۳ - منعدیة ٤‏ تکافیء على الدتیب 


5 ٠ 5 


5 مود کب و =3 .۰ 


+ برمن أن الشرطين () * (۳) يؤديان الى ء هس 2 


ال : 


۷ إن قولتا پات و میم یت جے پا رب ۱ 


2 


7 
: 


وہالمکسں إذا کان ده فان ڑب کب :وه مناه ملم 


أي سم سا > 


تا دق کم 

كد اذا كان رت٢‏ جح ۱ + حسپ ريات 
الملاقة المككسية ) . 

وبا أن العلاقة متناظرة : 

فان نع وڑےے كان اق ركد )وود 
أي ب (ب٤+ح)ددے‏ (ت٤د)‏ وه 

وبصورة عائلة پر ) و3 کے (رحک )د3 


وهذا يمني أن 3= ۲-9 


وعلى المکس اذا کان دس ۱-5 فانه يكون . 


پا( ی»ج) وھ ہے (زب4< ) وودا 
ولکن ( )< )35 ے ( جات ) و ۲-9 ل ( حاب )39 
وهذا ما ييرهن على أن الملاقة م علاقة متناظرة . 
> إذا كانت العلافة منعدیة فإنه يكون : 
بب ؤ[[ژ[ؤ1[11 1 1 ۰ب 


۳۹۰ 


إذا حقق ( ٤ھ‏ ) العلاف. س وحقق ( ٤<‏ ) العلاقة س فإرتف 
( ب»5 ) يحقق العلاقة المركية ىدس أي أن (ب44) 5 2.3 وهو 
ينتمي بالوقت ذاته إلى 2 وهذا بودي إلى العلاقة 2 , 3 د 2 
وعلى المکس إذا كان 3.2 د و وكان 
( تج )35 و (حفو)دھ فان (بف)ادھ 
وهذا ما بفسر قولنا إن الملاقة متمدية . 
۲ - إذا تحقق الشرط الأول قہڈا يعني پات د سم فان رت٤‏ ت ). 


لقد برهتا أن 2 ۰ 3 و ھ ولنبرھن الآن أن كل عنصر م 


3 


لتفرض ( ناءج ) 22 واسٹنساد؟ً إلى الشرط (5) يكور 
ایض ( ٤‏ ) د 3 وينتج عن هذا أن 3پ وهذا ما 
بارهن على أن : 
و د درد 
وبلاضافة إلى الشرط () يكون : 
2 جح و هو 2 


۲۰ - تكن الجبوعة شرم ك ات جوم ]| . برهن 
أن المجموعات الجزئية ( ( 4ب 2) و یه و ان 
تشکل تحرئة للمجموعة سم وأنها تمرف علاقة تكافۇ س 
ف المجموعة سم معطاء بالشكل : 


س ی ع جح س ٤‏ ع يذتميان إلى ا حموعة الحزئیة نفسها . 


لدیتا ( بجاو او »وا و 
و وٹ رہ 
م و[ه) ده 


٤ب‏ ٔ ۰+ 
وإذا لاحظنا أرى هذه المجموعات الجزثية ليست خالية فإننا 
نستطيع القول إن هذه المجموعات الجزئية تشکل تجزئة ل سم. 
إن العلاقة ے علافة تکافؤ لہا : 
5 منمکلۃة 


س س 
- متناظرة س س ع سے ع ساس 
۳ب متعدیة (س م ع ) ۸ (ع سر ص) عه س سص 


-#”١ ٠‏ لتككن ا حموعة سم ٣۶۴۲۰٠‏ ). بسن فيا إذا كانت 
كل من جماعة المجموعات الجزئة التالبة تحرئة للمجموعة میم : 
6 ( 1۳۱۱۳۰۱۱ ) 
efe} } (r‏ 4 لع] ) 
٢۳۴‏ 41۱۰۲۰۱۱ ۱۲۳۰۳۱ { 
{frei} ( CG‏ 
احل : 
كي تكون جماعة موعات حزئية لجموعة ما » تحزئة هذه المجموعة» 
يحب أن تحقق ثلائة شروط : أولاً أن تکون عناصر هذه الجاعة ليست خالبة . 
ثانا : المجموعات الجزئية منفصلة فيا پینها . الثا : أن يكون اجتاعہا هو 
ا مجموعة الأصلية . انطبق هذا على المجموعات العطاة فمن أجل : 
)١‏ المجموعات الجرئية منفصلة ولكن اجتاعہا لا بساوي ا حموعة س 
اذن لا تشكل تجزئة للمحموعة سم . 
؟) إن عناصر هذه ا ماعة ليست خالية کا أن ا حموعات الجرئية منفصلة 
واجتاعہا يساوي المجموعة سم اذن تشکل تجزئة لمجموعة سم . 


EY 


۴) إن ا حموعتین الزئیتین غير متفصلتين اذن لا تشکلان تحزئة . 
)٤‏ إن عناصر الماعة ليست خالية والمجموعات الجزئية منفصلة واجتاعہا 
يساوي المجموعة سم فهي تشکل تحزثة للمجموعة سم . 
۱ - لتکن الجموعتان میم و رع غير الخاليتين ولنفغرص أن ا جموعات 
اجزئیة سے سے ٤مس‏ في سم تشکل تحزئة لللجموعة مرم. 
يرهن أن ال حموعات الجزئية سم لداع سے بارع ٤‏ 
سرس > ۶ تشکل تحزئة للمجموعة سم برع . 
ال : 
با أن سم ؛ سے . سس تشکل تجزلة ال مرح في تحقق 
العلاقات التالیة : 
سح پر سے سر سے ے سے = سے مہ سر = ٭ 
و سیم رر مرے زا سے = سم 
لكي تشكل احموعات الحزئة غير الخالية سم برع ء سس باع » 
سرس بیج تجزئة للمجموعة اسم × ع » يحب أن تكون منفصلة فيا 
بینہا واجتاعہا يساوي سم × ئ . لنتحقق من هذه الأشياء : 
( سے ×ع)ہ ( سے دج ات رسر و سے ) × ع 
( الخاصة التوزيعية للجداء الديكارتي مم التقاطع ) 
ع و ی | حسب الفرض ) 
0 ( حسب الخاصة الآولى من خواص الجداء الدیکارتی) 


كذلك ‏ (سرس × عام رسے > غات سم م سی )دع 


۲ 
۱ 


(معي <ع) م (صي × .ع) 


وأخيراً : 
( سرس × بے ) لا زس اع) نا ( سح × ) 


= (( سے ن سی )× ع ) نا ( سم × ے) 
( الخاصة التوزيعية للجداء الديكارتي مع الاجماع ) 


= ( سم را سے زا سرس ) جالع ( حسب الفرض ) 
ے! سروم × ع وهو المطلوب 
علاقة الترتیب : 


و إذا كانت ی علاقة ترتيب في الجموعة سرم. رهن أرنف 
العلاقة المکسة ٤‏ ى -' » علاقة ترتيب على سس م . 
ال : 
إن الملاقة ے » باعتبارها علاقة ترتدب » منعکسة ولامتناظرة ومتعدبة 
وتکون العلاقة م۲۰ . 
١‏ -متمکنة وذاك لأن ((00) در س ر( ` 
۲ - لامتناظرة لاته اذا کان ( شاب )و رت )در سی ات 


فان : (ب06) و ( مت )وی ات س٣‏ 
۳ - متعدية لأنه إذا كان 
( بت ) و (ت٤‏ )در = (8ء< )در 
فان (ب4 )و رس )وی زحكم)دس- 
فہي علاقة ترتيب 


۳ ا علاقة معرفة في امجدوعة سس . وف جموعة جزئية في ںہ 


لترمز ب ہی للعلاقة المعرفة بمجموعة الأزواج الرقبة : 


rit 


ہی سے م (ف + ف) برهن صحة العلاقة : 


س علاقة ریب في سرت ہی علاقة ترتيب في ف . 
ال 
ان بيان الملاقة ہی عنری ی موعة ا مداء الديكاري ف كاف . 
فالعلاقة ہر علاقة .ءرفة فى المجيرعة ف . 
اف 3 . 


إن الملاقة .هده علاقة ترقت لها : 


٦‏ منمکز لآن وا وف فإن: 
( بات )ام زب ات وف بات » (پابت ) ہی 
۽ .. لامتتاظرة لانه ادا کان ے)حو ف و[ (ب»<)و(<ات)د ی ] 
فان ر تا (حاب) دی حم باح *. 
۴ - متعدية لانه إذا كان (ب»<) و( <٤ی)‏ دس فان : 
دب اج)و ( ٤<‏ ) وس سے ( ی٤ی‏ ) دس ون جبة ثانية لدینا 
رتاک وف ×ف وبالتالي فان ( ب٤٤‏ ) دسی . 
ملاحظة : 
نسمي علاقة الترتيم. ری الممرفة في التمرین السابق علاقة القرتيب 
المستنتجة من الملاقة ر في المجموعة الجزئية ف . 
۴ - إذا كانت اس علافة ترتيب معرفة في جموعة الأعداد الطبيعية » 
عل ۰ شخاصة «یقم » فالمطلوب : 
5- وضع الرمز المناسب << أو >> بين أزواج الأعداد الثالية : 


E ۱۱۰۰۰4 6 ۳۵ ۰۰۰ ۱۷ ۳۰۰۰۱ ۴ ۵۳ 


Yio 


ا بان فا إذا كانت علاقات الترتيب المستنتحة قي ا حموعات 
الجزئية الثالية » علاقات ترتيب كلي أم جزئي : 
م جموعة الأعداد الطبيعية الفردية . 
ہے 0 جموعة الأعداد الطميمية الزوجية . 


= الجموعة وردررت ڈہ 
الیل : 


5 إن ۳و ه عددان غير متقارنين وفقے إذن ۳ + هوم » هم 
وأن ٦‏ قابلة القسمة على ٣‏ أي ٦‏ بلي ۲ ومنه >> ۳ ولكن 
۷ و ۳۵ غير متقارنين وفى ‏ إذن ۱۷ ٣٣+‏ و ۱۷ + مم 
اما ۽ فبي تقسم ۱٩‏ أي 4 يسبتى ١١‏ رمنه ٤‏ << ۱۱ . 

۲ - إذا نظرنا في جموعة الاعداد الطبيعية الفردية فاننا نجد عناصر 
فیہا مثل ۳و ه غير متقارئين وفق س. إذن فالعلاقة الستنتجة 
علاقة ترتیب جزئي . کذلك لو نظرنا في جموعة الأعداه الطبيعية 
الزوجية فاننا نجد عناسر فیہا مثل ٤‏ و ٦‏ غير منقارنین وفق س 
ء التالي فالمافة الستنتجة علاقة ترتبب جزئي . 

أما علاقة الترتيب المستنتجة في احموعة ۱۱۸۲۰۲۱ 
فهي علافة ترتيب کلي لان م << 4 <۸ ٦۱ء‏ 
م5 - لتكن ا حموعتان سم وع مرئنن وفق الملاقة « <2 »۰ . 
تمرف علاقة اس على المجموعة سوم برع من الشکل : 


(س ۰۲۰ع)) م ( س ٤ع‏ ) جه ( س جس مع 2 ۶ ) 


برهن أن هله الملاقة علاقة ترتدب . 


۳۹۹ 


ال : 
إن املاقة ے علاقة ترتیب لُنہا: 
5- منمکسة لان : 
(س٤ع‏ )ےر (س٤ع)‏ جه (س کس ۸ ع<2 ع) 
+ - لامتناظرة لان : 
(س, ٤ع‏ ) م(س, ٤ع‏ ) جه (س کس ماع <ھع)) 
و (سب ٤ع(‏ ( س٤ع‏ ) جه ( سم کس مع دع ) 
ومن الواضح أن المتراجحات الأخيرة تؤدي الى : 
سې ع سې رع صاع ومنه : ( سل ٤ع‏ ) = ( س 4ع ) 
۳ - متمدية لأن : 
سب ٤ع‏ )مس (سپ ۷ع ) جه (س کس ماع 2 ع, ) 
و (سرأع,)س (سي“عى) جه (س < س رع ع,) 
وأن المتراجحات الأخيرة تؤدي إلى : 
( س کے سب دع کج ع ) ومنه رس اع ) س ( سم ٤‏ عم ) 
۲ - إن الشكل (۱۳۰) هو التشل السہمي لعلاقة معرفة في موعة 
فان +9 ا وروی اس 
هذه العلاقة علافة ترتدب . 
اکل : 
تتصف هذه العلاقة با خواص التالية : 
١‏ س منمکسة وذلك لآن كل نقطة من نقاط المجموعة تقم في عقدة 


قشر إلى أن هذه النقطة مرتطة مم نفسہا . 
پیٹ مر اث 


TEY 


٣‏ - لاتناظرية لأنه لابوجد أي زوج من هذه النقاط مرتبط سپمن 
من اتحاهين ختلفن . 


+- متعدية لان الشكل مولف من جموعسة مثلئات من الشكل 
بال سے ب تحقق علاقة التمدي : 
220--8 


-4 


Tt 


۲۸ 


7 
عو 0 مدا 
ماري كيار 
صن هج ب برقا 
۷ ۷- لتکن سہ جموعة مثلثات المستوي ولنکن اس علاقة معرفة 
في سم مخاصة و التشابه » . 
برهن أن هذه الملاقة علاقة تكافؤ . 
۲۸ - لتكن سہ جموعة مستقهات الستوي . لتككن م علافة معرفة 
2 سم مخاصة و التعامد » . 
هل العلاقة ےم علاقة تکافو؟ 


۹- لتکن ط موعة الأعداد الطبيعية . لتکن ے علاقة معرفة 
في الجموعة ط × ط بالشکل التالي : 
( لات )ی (حصی) جم لود ن باح 
حيث ( »بت ) و (سےف)دط ×ط. 
)١‏ برهن أن م علاقة تکانژ . 
۲ آوحد أصتاف تکافژ العناصر (۲۰۱) 6 (۳۱) 6 (00۳) 
۰ - لنکن س علاقة معرفة في جموعة ما . برهن صحة ما يلي : 
س علاقة تكافؤٌ سے ی م ۔' علاقة تکافۇ . 
٢ ١‏ - لنکن ط جموعة الأعداد الطبيمية . ولتكن ی علاقة معرفة 
في ط بالشكل س مع جه سإع ‏ حیث س 6 ع د ط . 
۱) بسن خراص العلاقة اس وأوجد العلاقة المکسية ٠١‏ . 
۲ برهن أن العلاقة ی ن ر -۱ علاقة تكافۇ . 


۲۹ 


٣٢‏ - لتکن المجموعة مرم = کک رر 
بتن فما إذا كانت ا حموعات الحزئية التالية تشکل تحرئة 
للمجموعة سم : 

(ECS و ا‎ o 
1 | {Aco} ( (r 
( {cf ef} ھ۴4‎ } (r 
لتکن ال جموعتان سم وع . بن فیا إذا كانت المجموعات‎ - ۳ 
: الجزثية التالية تشکل تحزئة للجموعة سم ن اع‎ 
ع سم‎ ٤ صم اع‎  عممرصإ‎ 0 
ے)‎ A ام مع » میم اع » یہ‎ ۲ 
یہ وع » سہ۵ج)۔‎ ۳ 
: ۽ ۲۳ - نعرف في رع » جموعة الأعداد ا حقیقیة » العلاقة‎ 
۱ س مرح ضس نع سے س اع‎ 
قرر فیا إذا كانت هذه العلاقة علاقة تکافؤ وإذا كان الأمر كذلك‎ 
نما هي أصناف النکافؤ ؟‎ 
عن علاقات التكافق من بين العلاقات المعرفة بالأشكال الثالية:‎ - ۲۲۵ 


> 


۳ 


0 


الشکل (۱۲۱) الشکل (۱۲۲) الشکل (۱۲۳) 


۹ - ادرس العلاقات التالية ااعرفة في موعة نقاط المستوي ۔ عن 
آصناف التکافؤ عندما تکون العلاقة المذكورة علاقة تکاف . 
۷ے ب » < على بعد واحد من نقطة ثابتة م . 
~~ ب > < یقعات في نصف مستو واحد محدود بستقی ممین ل. 
كد س٤س‏ لا یقعان في نصف واحد من نصفي الستوي 
اللذين يفصل بينها مستقم معين ل . 
۷ - نعرف في صرم » جموعة الأعداد الصحبحة » العلاقتین : 
( سکع ) دس جس ع مضاعف ل ۲ وم 
( س٤ع‏ ) دما جه س ع مضاعف ل ۲ آو ۴ 
هل العلاقة مس علاقة تكافؤ ؟ وإذا كان ذلك ما هي أصناف التكافؤ ؟ 
هل العلاقة مس" علاقة تكافو ؟ 
۶۸ - نكن ا حموعة سم در ۱۰۰۹۱۸۷۹۵۲۳۰۲ 
لتکن س علاقة ترتيب معرفة في میم بخاصة دیقم ء . 
)١‏ ضع الرمز المناسب بين أزواج الاعداد التالية : 
E Voce‏ ہے و 6 ۳۰ 6 ۷ .۲ 
؟) اکتب جميع الجموعات ا جزثیة في هرم والرتبة رتيا کا 
وفق الملاقة الستنتحة من الملاقة اس . 
٥۹‏ - هل یکن لعلاقة ی على موعة سم » أن تکون علاقة ترتیب 
رتکافو في وقت مما ؟ 
۰ - لتكن م علاقة معرفة في المجموعة میم . برهن صحة ما يلي: 
)١‏ مس علاقة ترتیب سے اناس -' علاقة ترتيب في سم. 
؟) س علاقة قرتيب حب ل علاقة ترتسبفي كل جموعة جزئية في مرم. 


۲۱ 


٣‏ -۔ لتکن ا حموعتان سرم و ۶ المرتيتان وفق العلاقتين م, و ہپ 
على الترتيب . نعرف علاقة س » في المجموعة سح × بع »من 
الشکل : 

( س ٤ع‏ اس ( س٤ع‏ ) جه زس عل سب اع ضوع ) 
برهن أن م علاقة ترتيب ثم برهن أنه إذا كانت سر و سپ 

علاقتي ترتيب كني فان س علاقة ترتیب كلي . 
۳۳ جو رای مک ور وہس 
ل الاترتیب . نعرف علاقة اس في الجموعة سوم × رع من الشکل: 


وو و جه ماس س س و س کچ مب 


أو سې سے سپ دع مب ]و 


برهن أن هذه العلاقة علاقة ترتسب ( الترتيب اامجمي ) . 


۳ - أضف ال البیات في 
الشکل (۱۲4) مهم * 
واحسذف آخر اصح 
بیان علاقة ترتسب . 


الشکل (۱۲) 


4 هل العلاقة التي بیانہاکا‎ - ٣٣٤ 
٢ ف شنکل (۱۲۵) هي‎ 
1 علاقة ترتیب؟ برر قولك.‎ 


Yor 


۲۳۵ - تعرف في المجموعة : ۰۱ ۸۷۰۵۳۰۲ A.‏ 


۰۹ء 20 علاقة ماما : 


(tt) 6 رہ‎ 
6 (40) 6 (461°) 


له ہی 
ex.‏ 
5 
۳۹ 


مش هذا السان دیکارتبا وسہعبا واقمه لبصیح بان علاقة ترتیب جزئي. 


۱۸ ۔ 
لعمہ 
-٣‏ 
FF‏ 
ak:‏ 
0 - 
- 
¥ - 
YA‏ 


- ۹ 
-٣٤ 


اوت وارشادات 


؟) تحزثة . 

۱ و ۳) تحزلة ل 

علاقة تکافژ . 

شکل (۱۲۲) علافة تكافۇ . 

. و ۲) علاقتا تکافۇ‎ (١ 

س علاقة تکافقؤ . 

۲ > 6 ۳۵ 6۸ 6۱۲ ٦ 

{era} 6 {vers} 6۸۰۲/۱ (TF 
1۱۰۰4۱۱ 6 {acres} 

نعم إذا كانت الملاقة س متناظرة ولامتناظرة في نفس الوقت. 

لست علاقة ترتيب لان 5 س و ۔ 


Yor 


القمیل الاج 
النواجع ۔ النطبيقات 


درسنا في الفصل الخامس العلاقات بين عناصر جموعتين متباينتين أو 
متساويتين » وسندرس في هذا الفصل نوعا خاصا من الملاقات هي التوابع » 
ویمد* مفہوم التابع من المفاهم التي ها تطبيقاتها العديدة في الحياة . 


55 - أمثلة توضيحية : 


مثال )١(‏ : لیکن : سم = | سامي » ماهر » حسان » باسل » جمال ) 
و بع > [الوسيقى *الراضة » السباحة * التصوي | 

والعلاقة من سم إلى ,ع المرفة بالخاصة ( س بارس ع ) 

حیث (س 4ع ) دعم × ع والمثلة سبمباً بالشکل (۱۲) + 


ات تا 
اب 


سم ی 
الشکل (۱۲۱) 


۳4 


مثال (۲) : لتكن مموعة الدول 
سم = | المراق ٤‏ فرنسا » سورية » الأردن » روسیا ) 
وجموعة الات .م = إباريز » بغداد » دمشق > عمان » لندرن | 
والعلاقة من سیم إلى .ع العرفة با حخاصة ( س عاصتہاع) 
ث (س+ع) دسم ع واكمثة مہا بالشکل (۱۲۷) : 


ىث 


سم اشکل (۱۲۷) 2 
مثال (۳) : لتكن موعة الأشخاص 
سم سے (عامر » هاني » ماهر » حازم ) 
وجموعة الأعمار & < زوم 2 ۰۱۲ ۱ ۲۵ 
والعلاقة من سوام إلى ع المعرفة بالخاصة (س ره ع ) 


حيث ( سکع ) د سہ × ہے والممثة سپمباً بالشکل (۱۲۸) : 


حادم ۱ 
ا o‏ 
اي 3 ۲٢‏ 
۳ 1 
سر الشکل (۱۲۸) 


(1Y) 


مثال (؛) : لتكن جموعة الأعداد سرمت (: ۸۰۰۲ 
07 ال يي ۱۸۶۱۷۶) 

والملاقة من میم إلى ع المعرفة بالخاصة ( س يقسم ع ) 
حبث ( سعع ) د سہ بارع والممثلة سسا بالشکل (۱۲۹) : 


الشكل (۱۲۹) 


* ۷ - مفهوم التابع : 

بتدقیق ا خططات السپمية الأربعة السابقة نری في المثالين )14١(‏ 
أن بعض العناصر من سوہ ينطلق منہا مہم واحد فقط » والبعض الآخر 
ينطلق «نپا أكثر من سیم » بینا نرى في الثالین (۲ > ع) أنه ينطلق من 
كل عنصر من سیم سیم واحد على الأكثر ( أي صفر من الاسهم أو سیم 
واحد فقط ) . 

تسمی الملاقنان في المثالين ۲ ۳۲ رمشلاتبا علاقات تابعیة أو توابم . 
ومله : 

التابع : نقول عن علاقة ثنائية من سیم إلى جع إا ابع 
Fonctien . Function‏ إذا كان لكل عنصر من سہ مقابل واحد 


على الاكثر من ا . 


Ye" 


مثال (ه) : الەلاقة التي يبينها الشکل (۱۳۰) ليست تايما لأن المنصر ۸م 
له مقابلان ها < » و5 , 


الشکل (۱۳۰) 
مثال )٦(‏ : الملاقة .التي ببانها ( (م2ة) + (ط) ° (ئ (٢)‏ ٘)) 
ليست تاب لن العنصر ۳ من منطلقہا له مقابلان هما ۹۶٦‏ 
من المستقر . 
مثال (۷) : لتکن الجموعة سم =( ۳۹۲۲۱۹۰۹۱۰۲ 
والملاقة في سم المرفة بالخاصة س يليه العدد ع مباشرة حمث 
(س 4ع ) د سہ × سہ 
إن بیان هذه العلاقہ هو : 
دز( )۱۳۲۱۲۱۲۹۰۱۰۱۰۰۰۰ 
ونلاحظ أن كل عنصر من سوم له عقابل واحد على الأكثر من سم 
وفق العلاقة المفروضة . (فالعنصر ٣‏ ليس له مقابل ولكل من بقية 
المناصر مقابل واحد فقط ) فالملاقة المفروضة هي تابم . 
هه - تماريف واصطلاحات : 
١‏ إذا كانت لدینا علاقة تابعیة اس منطلقہا هرم ومستقرها ع 
فإننا نستعمل الرمز 5 ( بدلا من س ) ونكتب : 


Tey 


0 
ا سم سب ع أو سم سے 


ونقرأ : ( 6 تاع منطلقة سم ومستقره .ع ) © أو ( ۴ تابح 
من سوم إلى ٠.)‏ 
۲ - العنصر الوحيد ع من المستقر الذي برتبط بالعنصر س من النطلق 
وفق التابع 8 يسمى صورة س وفق تا أو قيمة التابع الوافقة 
للمنصر س من المنطلق . 


وبرمز له بالرمز 6 (س) ویکون 5 (س) دع 


۳- يقال عن تابع إنه معرف من أجل عنصر من النطلتی إذا ارتبط 
بهذا المنصر عنصر من الستقر وفى هذا التابع وجموعة عناصر 
المنطلق التي پرتبط كل منہا بمقابل وحید من مموعة المستقر تسمى 
جموعة تعريف التابع ( قاعدة التابع ) وعلی هذا مجموعة بعريف 
التابع في المثال (۷) هي کرت تہ ۳۰ لان التابع 
غير معرف من أجل العنصر ۳ . 

وجموعة تعريف التابع في الثال (۲) هي [ العراق » فرنسا » 
سورية » الأردن ) والتابع غير معرف من أجل العنصر (روسيا). 
مثال : العلاقة من المجموعة : سوم = إن © < 2452م )٤ط‏ 
إلى احموعة :اع 1۰۰۷۰۳۰۲ 
التي یلہا الشکل (۱۳۱) هي تابح . 
لن کل عنصر من جموعة اانطلق سم يقابل عنصر واحد فقط من 
جمرعة الستقر بغ . 


To 


وحم ١‏ 
السام 


سم کر 
الشکل (۱۳۱) 


ولذا نکتب : ۶ : سہ سے رع ونمني بذلك التابع الذي : 
منطلقه سوم = (ب » < ع و ؛ھ٤ط)‏ ومستقره ع = ( ۲۲ ٤۷)۴۳‏ ) 
إن صورة < وفق هذا التابع هي ۲ أي ا (<) = م 
وصورة ب هي نفسها صورة كل من العتصرین 5 »و 
فللمتاصر الثلائة ب »5 » ھ قيمة واحدة وفق التابع الفروض 
أي أن: ا (ب) = ط (د) تا (ه) = ۷ 
وتلاحظ أن التابع غير معرف من أجل العنصر ط من میم 
فجموعة تعريف هذا التابع هي زب < »و »و 
وه - طرق تعيين تابح : كن تعيين تابع بمدة طرق منها : 
أولاً - مخططہ : 
متال (۱) : التایسم 
8 اسم ون 
المي بالتشل ST‏ 
لسبمي في الشكل 


. )۱۳۲( 


مثال (۲) : التابع ۴ : میم ه ع المین بالتمثيل البباني في الشکل 
(۱۳۴) 


الشکل (۱۳۳) 


مثال (۳) : التايع ا : میم ه ع المبين بالجدول الآفي : > 


مثال (؛) : التابع ا : ميم بيع ا مین بالجدول لا : 


۰ | ۷۰ | 4۰ ] ۱۵ 
مرمرع |درجة] درجة| درجة| درجة 
حسان x‏ 
غازي | د چا 
رامي x‏ 35 5 


عثال (ه) : التابع ا : میم هيع المین في الشکل (:۱۳) . 


۳۹۰ ج 


الشکل (۱۳۸) 


انیا - ببیانه : 
مثال : التابع 6 : مویہ هبرع الذي بيانه : 
(act) < (vr )}=32‏ “< (۱)) 
وواضح أن" : ۴ (۴) = ۲ ۳(6) عو > ۲۱-۷۲ 


لقأ - بقاعدة ربط أو أكثر : 
مقال (۱) : التابع 6 : سم هيع من مرلمت 001۰۲ ] 
إلى بع = [ ٢٣٦٢٤٠٤٣٤‏ ۷ وفق قاعدة الربط ع حدس + ١‏ 
حيث ( س ٤ع‏ ) د سم بارع ویکتب التابع في هذه الحالة 
بالشکل : 
6 : سم مع 
س سه س +۱ 


أو بالشکل : تا : سیم لهاع : سياس ١+‏ 


1 


من :۱ 
عن + ۱ 


مثال (۲) : التابع ‏ : ع سے ع : س سه 
حيث .ع موءة الأعداد المادية . 
وواضح أن هذا التابع معرف من أجل جمیع قم س عدا القم التي 


تمدم الفرج أي ذا کاس س + ١‏ ج ۰ إن جموعة تمریف هذا التابع هي 
۱-۱-6 ویکرن لدینا ملا ء 


Ce (Mrmr) 


مثال (۳) : لیکن التابع 8 سے ب (حیث ب موعة الأعداد الحقيقية) 
والمرف وفق قاعدتي التقابل الآتيتين : 
ey‏ إذا كان اس حس. 
ٹن إذا کان سے . 
أي أن : تا (-م) سھ 6 ۴(۲ )=۳ 6 رما عو 
8( اہ 6 (۷) r= )۲۰(5 6 v=‏ 
ونمبر عن هذا التابع بالشکل الآتي : 


7 لاس لهاس إذا كان س حء 
دیا یا : رید إذا کات س سک . 


حلاحظة : 
نری مما تقدم أن التابع يتعين قاما عمرفة : 
١‏ - جموعة المنطلق : وهي الجموعة التي باخذ المتحول قيمه فیہا . 
٢‏ جموعة المستقر : وهي الجموعة التي يأخذ التابع قیمه فيها . 
م القاعدة أو القواعد التي يتم وفقها التقابل بين عناصر النطلق 
والتتقی. : 


TT 


۷۰- انطباق تابعين » >> ص۰( نمد٘اہ0 Coîncidence+‏ « »+ 
إذا كان لدينا تابمان تا سم سه م ٤‏ ې : س سه م 
ووحدت جموعة عم محيث جرم د سس > صہ د سم 


وإذا اتفق أنه من أجل کل عنصر س د صم یکون ئک (س) = ٹپ (س) 
فإننا تقول إن التابعين ت > تام منطقان في المجموعة صم . 


مثال : بلاحظة التابمين المثلین في الشکل )١۳١(‏ : 


ت : سم ہے اپ : مې سه ېې 


الشکل (۱۳۰) 


نرى أت المجموعة الجزئية إك٠ه‏ ]دسم 6 ئاو )دسم 


۲ 


وتلاحظ أنه : باس د[ ىه ) يكون تې (س) = قي (س) 
ان" : ق (ه) <۲ حقی (4) 6 اقل (ھ) = ٦ےل‏ (ه) 
فالتابعان تا, ٤‏ تاي متنطيقان في المجموعة {as}‏ ۱ 
۷۱ - تساوي تابعین : 

نقول عن تابمين ې » تا انا متساویان رنکنب تا = تا إذا كانت 
جموعة تعریف الأول هي نفسہا جموعسة تمریف الثاني ٤‏ وكا 


تا, (س) = تا (س) باس من تموعة تعریفپا الشترک . 


۲۴٣ 


مثال (۲) : لیکن التابع تا, الذي بل الشکل (۱۳۷) ٠‏ 


الشکل (۱۳۰) 


والتابع تا : یہ سے پک : س س٣‏ س + ۱ 
حيث سرہے {tee}‏ 

إن هذين التابمين متساويان أي تا, = تام لتساوي جموعتي تعريفها 
من جہة ولأنه من أجل أي عنصر من جوعة التعريف تكورن صورة 
تال هي صورة تا نفسہا . 
مثال (۲) : التابعان تل د + هئ : س هاس" 

تاپ : ط سم پا س تر سن 

جموعة تعریف الأول هى جموعة الأعداد ا حقبقبة الموجية 6 + 

وجموعة تعريف الثاني هي جموعة الأعداد الطبيعية ط 

وها وعتان ختلفتان فالتابعان الفروضان غير متساويين أي'تا, عو تا 
لاختلاف موعي تعریفہا رغم أن قاعدتي التقابل فيها واحدة . 


:«Prolongement < Extension » مدد تابع‎ -۲ 


لیکن التابعات تل : سے ےق > تل سم سا 
ولتفرض آنا منطقان في سس فتكون سے د س 
وإذاکانت ع, د عم أيضا يقال إن التابم تاي مدد التابع تا, على سے 


أو إن تا مدد تل على سې . 


۲٦ 


مثال (۱) : في الشکل (۱۳۷) التابع تاي مدد التابع تا (لاذا؟) 


سے مب 
ت3 


ا سے مھ 
الشکل (۱۳۷) 


مثال (۲) : لقد وجدة أن التابمین الواردین في الشکل (۱۳۰) منطبقان في 
ا حموعة ۱ »م) » ولکن لیس آي منوا ددا للآخر 
لأسباب عدم : 
فها ليسا منطبقين في جموعة تعريف آحدها ولیکن تا 
وجموعة تعريف نا, ليست عتواۃ في بموعة تعریف تاپ 
كا أن بموعة المستقر اتب قا ليست محنواۃ :في جموعة مستقر تا 


3 


۷۳ - مقصور تابع Restriction‏ : 


إذا کات لدینا. تاہمان تا :سح سے ع 2 تام E‏ 
حیث صم چ سم . وكانا منطبقین في صہ ”مم ي التابع 3 تا مقصور 
التابم تا في طم , 


مثال : : النابع تا في الثال (۱) من الفقرة السابقة هو مقصور التبم تار 
في ات هو 5 


ملاحظة : 
واضح أن للتابع الواسد عددات عديدة على عموعة مفروضة . 


يلاها 


مثال : التابم تا: * ها 7 :س سم س شكل (۱۳۸) 
یقبل تابما مدداً له التابع تا: ہے ا :سم س شکل (۱۴۹) 
والتابم تا : پم هاي :سم | س | شكل )٥٠١(‏ 
كا بقبل مدا له كل من التابمين المرفین کا يلي : 
س هاس إذا کان س دج + 


تسه | س سم بر کیب جبري ما إذا کان س د بع- -[۰) 


0 س هاس إذا كان س د يع 7 
ی 

کا في الشکل (۱:۱) » دلو مثلنا التوابع الأربعة في شکل واحد 
لحصلنا .على الشکل )١١١(‏ . 


4 
0 


ر 
ال س (۱:۲) 


۳۹۹ 


ونلاعظ أن هذه التوابم منطبقة في ال مال [ ۰۰+ مه [ 
وأن ج, هو مقصود كل من ح, اح ٤ح‏ فی هذا ا مال . 
وأن کا عن حي احب > جح هو مدد التابع 39 على جموعة الأعداد 
الحقيقية را . 
۸۱ — التطبیق Application » Mapping‏ : 
مثال : الشکلان (م١‏ > ٠٤١‏ ) يثل کل منہا تاہما ولکننا نلاحظ في 
التابع المٹل سبمياً بالشکل (۱4۳) أنه توجد ٭ناصر من منطلقہ لا 
يرتبط بها أي عنصر من المستقر كالمنصر ۷ مث بينا نرى في التابع 
المثل سہما بالشکل (144) أنه پرتبط بكل عنصر من موعة منطلقة 
عنص من وعة مستقرة . 


- ST 
3ھ‎ 


الشکل (۱:۳) الشکل )۱٤٤١(‏ 


فللتمبیز بين النوعين نسمي کل تابع من النوع الثاني تطببقاء وم" : 


تعريف : إذا كانت موعة تعريف تابع هي موعة منطلقة نفسها 
فاننا نسمي هذا التابع تطبیقا أي رن التطبيق علاقة پرتبط يكل 
عنصر من منطلقہا عنصر واحد من مستقرها , 


وسنستعمل للتطبیق الرمز تا نفسه الذي 'ستععلناء للتابع » فالتطبیق 
من ال حموعة سم إلى الجموعة ,ع پکتب الشکل تا: سوم ها 
ومن الواضح أن التطبيق بکون معرقا على جميع عناصر المنطلق سیم في حينه 
أن التابع یکون معرفا على جموعة جزئية من مہم . 


۷۵ - التعلبيق القترن بتابع : 
لیکن التايم تا : سرم ه ع ا مراف على المجموعة سے ج سم 
إن هذا التابع يسمح لنا أن تربط بكل عنصر من سس عنصراً 
واحداً على الأكثر من ع . أي أنه يمين التطبيق تا : سس سب ع الذي 
نسمبہ التطبیق المقترن بالتابم تا . ونلاحظ أنه من أجل كل عنصر س 
من سس يكون للتابع تا وللتطبيق تال الصورة نفسها » ولذا فإن دراسة 
التوابع كن أن ترد إلى دراسة التطبيقات . 


١ + س‎ 


س ۱ 


مثال : إذا كان لدینا التابع تا ہے اس سم 
حيث رح جموعة الأعداد الحقرقية فان جموعة التمريف هذا التابع هي 
6( ۰ 
فالتطبيق القترن به هو : 
5 س + ۱ 
ٹل : -[1] سه 7 س سه ايه 
۹ أنواع ها٥‏ من التطبيقات : 
التطبيق الثایت Application Constante » Constant mapping‏ 
مثال )١(‏ : بغرض رمك E. C(1. <o cr r}‏ د [إرور (erer‏ 


A 


فالعلاقة المرفة بالشكل (س يقسم ع) حيث س د یہ © عد ع 
تعين التطبيق المثل في الشكل (140) وتلاحظ أ مي 
عناصر منطلقه مقاب ثبتاً من الستقر هو المنصر .م لذلك 
ندعو هذا التطبيق تطبيقا ٹاہتا . 


مال (۲) : بفرض سوم = (بمليك » طرابلس » بيروت » زح3) ¢ 
مم = (سورية » الفرب » لبنان | . 
فالملافة المعرفة كلآتي ( س مدینة في القطر ع غ) حيث 
س و سم » ع دع تعين التطبيق المشل سما في الشکل 
(145) ونلاحظ آیضا أن میم عناصر منطلق هذا التطبيق 
مقابلا واحداً لا يتغير هو العنصر لبنارے من المستقر قدا 
التطبيق هو تطبيق ثابت أيضا ومنه : 


الشككل )۱٤١(‏ الشکل (145) 


تعريف : نقول عن تطبیتی تا: سم هارع إنه تطبيق ثابت 
إذا كان : 


( اس دسرم) ٤‏ تا (س) حاب حيثا ب عنصر ممين من ہے 


۳۹۹ 


التطبيق المطابق چمنحرجددہ Application identique < Identity‏ : 
مثال (۱) : بفرض سوم = إم > ه » ۹) فالعلاقة س ے س حيث س و سم 
تعين التطبيق الممثل سا في الشكلين ( ١44 © ١61‏ ) ونلاحظ 

في هذا التطبيق أن : 
تارم) دم 6 تا(ه) ده 6 تا (۹) <۹ اي ان تا(س) دس 
نسمي مثل هذا التطبیق تطبیقا مطابقا ونرمز له بالشکل ۳ 


أو م ویقرأً التطبیق الطابق في سم . 


ہے 


الشکل )۱١۷(‏ الشکل (۱۱۸) 
مثال (۲) : الأشكال ( ۱۵4 » ۱۵۰ 4 )16١‏ قثل تطبيقا مطابقا واحداً 
فِ ۳۲۲۱۱ : 
0 £ ی 


۳ ۲ ۰ 


اه ام 
تا رس)| ١‏ ۲ ۳ 


الشکل (۱:۹) الشکل (۱۵۰) الشکل (۱۰۱) 


۳۷۰ 


تعريف : النطبيق من میم الى سیم الذي نربط وفقه يكل 
عنص س من میم العنصر س نفسه أي تا (س) = س بسمی تطبيقاً 
مطابقا في سم ونرمز لہ بالشکل م سس بدا من تا ویکوٹ : 
( ۷س د سم ) 6 عبن (س )اس 
أي م : مہ س للم : س نها 


: e Suite < Sequence » المتتالية‎ 


مثال )١(‏ : لنکن سم = زرا ريم )| 6 
مق < ماهر » سير »حازم » غازي | 


مّ 
الشکل (۱۰۲) 
مثال (۲) : إذا تقدم لاحدی السایقات ۷۹ شخصاً وأعطينا لكل واحد 
عنہم رق واحداً ممينا خاص) به من جموعة الاعداد 
سم = ۳۰۲۰۱ ۱۳۰ فإن لکل عنصر من هذه 
الحموعة مقابلا واحداً من جموعة الأشخاص التسابقين . 
مثال (۳) : لیکن التطبیق تا : ط سه رم : س س س" + ۳ س + ١‏ 
ولنرمز التطبیق بالرمز ح بدلا من تا ولنرمز لقم هذا التطبیق 
الرمز حو أي ح :3ه جو فیکون : 


(۸) ۲۱ 


٢ج‎ 


= ه ¢ مج ۱۹٤ج‏ ۰.۱۹ gt‏ ے2 +2۳ IF‏ 
بتدقیق کل من هذه التطبیقات الواردة في الأمثلة الثلائة نلاسظ أن 
النطلق في کل منها هو جموعة الأعداد الطبيمية أو جموعة جزئية منہا 
والمستقر هو جموعة ما. سمي هذا النوع من التطبيقات متتالیة ومنه : 


تعريف : الاثالیة هي تطبيق منطلقة جموعة الأعداد الطبيعية أو 


جموعة حزشية منہا وه‌ستقره عدرعة ما عددية أو غير عددية . 


وسترمز للمتالية بالرمز ح بدلا من تا فنکتب ح : طب هبرع حيث 
طم دط كا نکتب جو بدلا من تا (ھ) وتعطی ال تتالِے في اکر 
الأحبان بالشکل : 
رجنم مب ۰۰ تجو ۲ ولسمی الد ۳ الحد العام 
التتالیة أو ا حد الذي رتبته 3 . 
ملاعظة (۱) : 
إذا كانت طض موعة منتہیة قلنا إن ا لتتالیة منتہبة والا فہي غير منتهية, 
ملاحظة )٢(‏ : 
في الحالة الخاصة التي يكون فیہا مستقر المبتالية جموعة عددية نسمي 
المتالية عندئذ متعالية عددية . 
2 
مثال ١(‏ نب المتتالية غير المنتبية التي حدها العام ج وت ١+‏ 
ثم مثل الحدود تاس ٤‏ جم اجب کج کج .... من هذه 
المتتالية على مور . 
ا مل : 


تبدل 2 بالأعداد ۳۲۰۱ ... على الترتدب فاحد : 


۳۷۲ 


3 
۶ ۱ 
0 
الشکل (۱۵۳) 
مثال(۲): ا کلب الحدود ح, ...ج نالتتالیةالقی سدها المام :جر = 2۲ + و 


ا مسل : 


= اح‎ ۱۳ 2۲ ۱۱2 ٤ A= (E ۲ Y= 
: «Fonction numérique . Numerical Function التابع المدديد‎ -۷ 
نجد أن كلا منهسا عثل تاہما‎ ) ٠٠١١٠٠١ ( إذا نظرنا الى الشكلين‎ 
ونلاحظ أن المستقر في كل مما جموعة جزئية من موعة الأعداد الحقيقية‎ 
. ) (أي جموعة عددیة‎ 6 


3 


رع عن لومي بخرفة عررية (أخاد) جمرعة رد جرم رو 
الشكل )٠٠4(‏ الشکل (وه) 


نسمي کاڈ من هذين التايمين وأمئالها تابمأ عددیا » ومنه : 


تعريف : كل تاببع مستقره جموعة عددية بسمی تاہما عددیا ۔ 


۳۷۳ 


۸ - التطبيق العددي 


: Applicatian numérique . Numerical mapping د‎ 


الثل كل تطبيق مستقره جموعة عددية يسمى تطبیقا عدديا . 


وب - التابع المددي ذو المتحول الحقيقي : 
إذا كان منطلق التابع العددي جموعة عددية. حقیقبة مي تابمأ عددیا 
لمتحول حقيقي . 
مثال )١(‏ : بفرض سم جموعة من الطلاب تقدم بەضہم للامتحانك 
وتغيب البعض الآخر . 
فالتابع تا:سرم سب بم:س سم درجته في الامتحان هو تابع عددي. 
مثال (۲) : بفرض سم جموعة من الأشكال افندسية المستوية التي ھا 
مساحات » فان" : 
التطبيق تا : میم سم بع:س سم قباس مساحته هو تطبیق عددي. 


واس 


مثال (۳) : التابم تا : بي ها : س سه 


س ۳ 


هو تابع عددي ذو متحول حقيقي . 


۱ س = ۱ 
ما ()) : التطبيق تا : [ ۳۷ ] سه با دس و سید 
هو تطبيق عددي ذو متحول حقيقي س د ا جال ا حقیقي [ [r ٤‏ 
مثال (ه) : التابع نا: ہا ها : س سم ۷ (س-۲) (س-ه ) 
هو تابع عددي ذو متحول حقیقي . 
ويكون تاج -] [1٤٢٠‏ : س سم ۷ (س-؟) (س-ه) 
هو التطبيق العددي دي التحول اطقيقي ااقترن بالتایع المفروض. 


۲ 


0 
وی ۴ سس 


۲ 


مثال )٦(‏ : التابع قا: کہ :س‌ سم 
کت 


هو تابع عددي 
ذو متحول حقمقي ۔ 


الدع 
ویکون تا : 6-- |r‏ اس سم کپ کے 
سس 


هو التطبیق العددي دو التحول اطقيقي القترن بالتابع العطی . 
س سم ۱ إذا كان س عدداً عاديا 
مش : الثامم تا ع سے ۲۴ 7 8 ۶ 
شال (۷) : التابع تا : ع سه ,6 ا 
هو تابع عددي ذو متحول حقيقي . 
۸۰ - أنواع التطبيقات بالنسبة إلى مستقرها : 
عندما نصنف العلاقات إلى علاقات تابمية وأخرى غير تابءية تحصر 
اهتامنا فقط في عناصر الاطلق التي يرتبط بها عناصر من الستقر ونبحث 
فیا إذا كان لکل عنصر من عناصر المنطلق هذه مقابل وحيد من المستقر. 
وعندما نمیز من بين العلافات التابعية تلك التي دعوناها تطبيقات نحصر 
اهتامنا في منطلق العلاقة ونبحث فيا إذا كانت » مجميع عناصر النطلق» 
ترتسط عناصر من الستقر . 
هذا ولو درسنا بالاضافة لذلك شكل ارتباط عناصر المستقر ہعناصر 
النطلق في التطبيقات فائنا نحصل على الأنواع التالية من التطبيقات : 
التطبيق المتبان « One- One mapping‏ . صمنذاءزماء : 
مثال : في التطبیق الممثل سمميا بالشکل )٠١١(‏ نلاحظ أن أي عنصر 
من مستقره هو صورة لعنصر واحد على الأكثر من منطلقه أي 
أن العنصرين المتايزين من المستقر يقابلان عنصرين متايزين من الماطلق» 


۳۷۰ 


تہ ا 
g99‏ 
سے م سم te‏ 


الشکل (9ه١1)‏ الشكل (۱۵۷) 
بينا في التطبيق اامثل في الشکل )١۱١۷(‏ نجد أن أحد العناسر 
من مستقره هو صورة لأكثر من عنصر من الماطلق » لذا نسمي 
التطبيق من النوع الأول تطبیقاً متباینا » ومنه : 


تعريف : نسمي التطبيق متبابنا إذا كان كل عنصر من جموعة 
مستقره هو صورة لمنصر واحد على الأكثر من جموعة منطلقه . أي 
أن كل عنصر من ااستقر إما أن برتبط بعنصر واحد من امنطلق أو 
لا برتبط پاي عنصر . 


وهذا يعني أنه في التطبيق المتباين إذا كان س ؛ س' عنصرين مقاہزین 
من المنطلق فصررتاها 7 (س) »تا (س) وفق التطبيق تا مجارزقان أيضا . 
أي أن" : س عد س' سے تا (س) عو تا (س') 
وهذا يكافىء القول تا (س) = تا (س') ج س = س' 
مثال )١(‏ : التطبيق تا : ط سے ط: س هاس + ۲ 
حیث اط عموعة الأعداد الطبيمية هو تطبيق متباين لن" : 
س چ س' سے س + ۲ كج س' + ۲ سے تا (س) چ تا (س') 


۳۷۹ 


أو بطریقة ثائية » لآنة : 
تا (س) س نا (س') أو س + ۲ = اس" + ۲ ع س ساس“ 
مثال (۲) : التطبيق تا را سه ی : س سه جب س بفرض ۰ جرس کہ 
حیث ,م جموعة الأعداد اطقيقية هو تطبيق غير متباين (ماذا؟) 
التطبيق الغامر Surjection , Onto mapping ٠١‏ « : 


مغال : في التطبيق المثل سہمبا ہالشکل (168) نلاحظ أن كل عنصر 
من موعة مستقرہ هو صورة لمنصر على الأقل من جموعة متطلقه» 
بیٹا في التطبيق المثل سيميا بالشكل )۱٥۹(‏ تد ان بش 


المناصر من مستقره ليست صوراً اي عنصر من النطاق . 


)٠٠۹( الشکل‎ 


لذا نسمي التطبيق من النوع الأول تطبيقأ غامرا » ومنه : 


تعريف : نسمي التطبيق غامراً إذا كان كل عنصر من موعة 
مستقره هو صورة لعنصر على الأقل من موعة متطلقه . 


وهذا يعني أنه في التطبیق:الغامر من سم إلى ع بکون : 
| 6۷ دق » € س د سم : عع تا (س) 
ويقال ایض إن التطبيق الغامر هو تطبیق من سیم على ع . 


۲۷ 


ملاحظة : 


التطبيق ال تبابن في الشکل )٥٥١(‏ لیس غامراً ( ماذا؟) 
والتطبيق غير التبابن في الشکل (۱۵۷) هو غامر ( ناذا ؟ ) 
مثال )١(‏ : التطبيق تا : ط هد ط : س هه ۲ س 
حيث ط جموعة الأعداد الطبيسة ليس غامراً . 
لأند حى يكون غامراً يحب أن يكون أي عدد طبيمي من موعة 
الستقر ط هو صورة وفق هذا التطبيق لعنصر على الأقل من جموعة 
المنطلق ط ۔ 
أي أن بکون للممادلة لاس دع حل في ط مہا كانت ع د ط . 
وهذا غير صحبح لن المعادلة ۲ س <۳ مثا لا تقبل حا في عت 
أي لا يوجد عدد طبيمي ضعفه بساري ۳ . 
مثال(۲) : العلافة الممثلة شبكباً في الشکل )٠١١(‏ حیث النطلق هو 
الجموعة ات + < و ٤ھ‏ 2نه|]والمستقر هو المجبوعصة 
۹۰۰۲۳۰۲۱ هو تطبیق غامر ( لادا ؟ ) 


۳۷۸ 


: e Bijection , One - one and Onto mapping » التقابل‎ 


مقال : نلاحظ أن التطبيق المثل سهمباً بالشكل )۱٦۹١(‏ متباين وغامر 


في آن واسد . 


الشکل (151) 


سمي هذا التطبيق وأمثاله تقایل » ومنه + 
کی سے موی کے ے 
تعريف : نسمي التطبيق تقابلا إذا کان متباین) وغامراً في آن 


واحد . 
ل و9 
وهذا يمني أن التطبيق تا : سم هع هو تقابل إذا کان : 
من أجل كل عنصر ع د رع يوجد عنصر وحید اس من موم محیث 
ع ع تا (س) . 
مثال (۱) : التطبیی تا : € سے یا : س سم ٣س‏ - ۱ هو تقابل . 
في الحقيقة إنه غامر لانه من أجل کل ع من ,0 یکون : 


۱ 
CEES تا‎ 


وهو متباين لانه من أجل کل عنصرين س » س' من المنطلق یکون : 
۴ س - ۱ = ٣سا‏ ۱ عه س = سں! 


۳۷۹ 


مثال (۲) : التناظر الذي مرحكزه نقطة ن في مستو والتناظر بالنسبة 
مستقم في هذا المستوي ها تقابلان من المستوي إلى المتوي نفسه. 
مثال (0) ٠‏ لیکن ااتطبيق تا : سم سب رع ولیکن 2 عده عناصر سوم > 
2 عدد عناصر رع حبث سدم و رع جموعتانمنتبيتان » وللطاري 
١‏ فارن بين 2 2'/ إذا كان تا متباينا . 
۴ - قارن بين و 2۰" إذا کان تا غامراً ۔ 
٣‏ قارن بين 2 2" إذا كان نا تقابلاً . 
اسل : 
إذا كان تا متبایناً فان 2 <ھ' 
وإذا كان نا غامراً نان 2' < و 


وإذا كان تا تقابلا فان و و؛ 


۸۱ - العلاقة العكسية للتطبيق : 

لتکن التطبيقات المثلة في الأشكال ( ٦٦٦ ١١٦٢‏ ١٢٦٦۱)؛‏ من الواضح 
أن الملاقة المكسية لملاقة التطبيق في الشكل )۱٦١(‏ والمثلة في الشكل, 
)۱٦۴(‏ ليست تطبیقاً حتى أنها ليست تابما وذلك لأنه ينطلق سهان من 
المنصر م . 

کیا أن الملاقة المكسية لملاقة التطبيق المتباين في الشکل )۱٦١(‏ والمثلة 
في الشکل )١١5(‏ هي تابع ولیست تطبیقا . أما الملافة المکسیة التقابل 
من میم إلى .ع في الشككل )٦٦١(‏ والممثلة في الشکل )۱٦۷(‏ فہي تقابل 
من المجموعة ,ع إلى الجموعة سم . 


م58 


7 WY 
منم ہے سم‎ 


الشکل (۱۹۲) الشکل (۱۱۳) 


)۱٦١( الشکل‎ )۱٦٤١( الشکل‎ 


ات ا 
ےتا a‏ 
لا ا 
سس د س 

سم 3 سم 8 


الشکل (۱۱۱) الشکل )۱٦۷(‏ 


التطبیق المكمي : 
ما تقدم نلاحظ أن 'العلاقة المکسیة لتطبيق مفروض لا تکون تطبیقاً 
إلا عندما یکون التطبيق المفروض تقابلا وني هذه الال نسمي العلاقة 


A1 


المكسية للتطبرق الفروض تطبة) عكسيا أو تقابلا عكسيا له . 


ويادمن 


بسهولة أن كل تقابل تا : سم ه ,ع له تقابل عكسي 


.ع إلى میم نرمز له بالرمز تا-' فنکتب تا : ع ے سم 


: )١( مثال‎ 


مثال (۲) : 


مثال (۳) : 


: )٤( مهال‎ 


غير 


ہشال (ه) : 


: )٦( مثال‎ 


التطبيق تا م هيم دس هاس ١+‏ 
هو تقابل ولذا فان له تقابلا عكيا هو : 


نا۔۱ : بے : س هاس - ۱ 


التطبیق تا : ع سه ع : س سد ٣س‏ - ۲ 
هو تقابل ولذا فان" له تقابلا عکساً هو : 


۲ + 


تا : ع سے یع :س سے گے 
التطبيق تا: صم ه صم : س سے وس +۱ 
منباین وغير غامر فليس له تطبيق عكسي . 
التطبق نا : ب سه ب : س سے س؟ 
متياين لآن دا (-۲) = دا  )۲(‏ ۽ مثلا فليس له تطبيق مماكس. 


التطبيق تا : جم * میا : سے اس؟ 

هو تقابل ولذا فان له تقابلا عکسیا هو : 

:]+ ما + : س سم اس 

التطبيق تا : ع سم ہت : س سم س ٠١‏ تقابل 

ولذا فان" تا-١‏ ورج" سے م" : س ے س۔' هو التقابل 
الما کس . 


YAY 


۸۴ - تركيب التطبيقات : 

با أن كل تطبيق هو علاقة فان تر کیب تطبيقين من الشکل : 

تا : سیم باع ¢ ھها:عمےصہ 

یتم بالطريقة ذاتها التي مرت معنا في ترکیب العلاقات في الفقرة ٠٦‏ ۔ 
ولكننا سنبرهن فیا يلي أن تركيب کل تطبیقین هو تطبدقا أي أنه اذا 
کات ىا وها تطبيقين فان هاه ا تطبیق منطلقہ سم ومستقره صم . 

في الحقيقة إذا كان س عنصراً کیفیا من میم فان له صورة وحيدة 
ع دح وفق تا .ربا أن ها تطبيق فان لاع صورة وحيدة ص د صم 
وفق ها وبالتالي تکون ص هي الصورة الوحيدة ل س وفق التركيب 
ماه تا الأمر الذي يؤكد أن هذا الدکیب تطبيق . 

يرمز لسلية القركيب كذلك بالشكل : 


2 
تل مرها 
افو سس سه صم 
ھاءتا 
أو بالشکل : س سے با (س) ے ھا[ با (س) ] . 
أي أن : (هاء تا ) (سن) = ها[ ا(س) ] . 
وقد وضعنا هاه تا بين قوسين للدلالة على أن التطبیق الذي ندرسه 
هو التطبيق المركب » فاو رمزا للتطبيق المركب پالرمز کا لكان 
كاك هاء تا وعندها نكتب كا (س) بدلا من زهاءتا) (س) . 
علدحظة : 
-٦‏ للبحث عن صورة العنصر س من میم وفق هاه تا ذبحث أولا 


1۳۸۳ 


عن صورة س وفق تا ولتکن ع = تا (س) ثم عن صورة ع من ل 
وفق ها ولتکن ها (ع) . 
والمساواة ھا (ع) ها[ تا (س) ] تبین السیب الذي مجملنا 
تکتب ماهتا بدلا من تاه‌ها . 
*- التطبیق هاء تا لا يكون معرف) إلا إذا كان مستقر التطبیق 
تا هو منطاق التطبرق ها . ومن أجل التطبیقات من سیم إلى سم 
کن تمریف کل من هاهنا » تاه‌ها . 
مال (۱) : لتكن الحموعة سہ = | ب » < 5 والتطبيقان تا » ها 
ی سرم إلى میم العرفین کا يلي : 


وفق تا: ب سهب وفق ها: سم ج 
نهک لات 
د ہے يد 
فإن : هاه تا یکون : 
تا ها 


سے ہب سے تالم 
بت س ل چ ت 
لج اله و سه ک 
و ہے ج الها نه 
أي أن زهاء تا) (۰۰) = سح > (ها ه تا) (ح)ے و » (ها ه تا) (و) کب ء 


مثال (۲) لیکن تا : ط ها ط:: سن سے س + ۲ 
ها : ط سے اط : اسن سم س" +۱ 


احسب ( هاه تا ) (س)ء ثم ( تاه ها) (س) وقارن النتيجتين. 


۲۸٤ 


فلل : 
(عاءتا) (س) ها [ تا (س) ]= ھا( س + م) 
=( سج ںا 
ويمكن تلضص ذلك بالشکل الق : 
تا ها 
ط سه مل تسیل 
عن مه عن + سے (س +۲ )۲ +۱ 
لنحسب ( قاء ها ) س = تا[ ها (س) ] = تا (س + و) 
(س؟ + )+۲ س؟ 4م 
ونلاحظ في هذا انثال أن : هاء تاع تاء ها 
۴ - خراس التطبيقات : 
خاسة )١(‏ : بفرض التطبيق تا : : لہ مع ہت شر ھا 
4 اھ یت في .ع فان" : 


= فا ھی و کیک‎ E 


في الحقيقة ار ات > تا 
س سه س هه تا (س) تھ 
دیس ہے ع ع تا 
ص سهع سم ع 


اس = مع ه تا = 


۳۸۵ 


خاصة )٢(‏ : بفرض تا » ها ما تطبيقات معینة بالشکل الق : 
تا ها ما 
سیم له ع ہے صہ مان 


فان : | (ماه‌ها) م تا = ماه زهاءتا) 


أي أرن القدکیب الناتج وحيد ولذا يكتب بالشكل ما ما ء تا 
وهذا يعني أن تر کیپ التطبيقات يتمتع بالخاصة التجميمية (خاصة الدمج) . 
في الحقبقة : پ س د سم نکتب : 
[(ماه‌ها ) ء نا] (س) = ( ما ھا ) [تا (س)] سے ما [ها ( تا (س))] 
[ ماء ز ها ء تا )] (س) سے ما [(هاء ء تا) (س) ] حدما [ ها (تا (س))] 
إذت : (ماه‌ها ) تا ماه (هاه تا ). وهو الطاوپ . 


خاصة (۳) : التطميق الناتج من ترکب تطسقین غامرين هو تطبیق غامر 
ومن تر کیپ تطببقین متباینین هو تر کیب متباین » ومن تر کیپ 

تقابلين هو تقابل ۔ 
باستطاءة القارىء برهان هذه النظرية بسبولة بالاستناد إلى التعاريف. 


TA 


۱ 1 
خاصة (؛) : إذا كان التطبيق تا : میم ه رع تقابلا فان" : 


في الحقيقة إن بیان فتطیق تا - "متا هو موعة الثنائيات 


( س٤س‏ ) 
أي و 


وببان التطبرق تا ء ١-13‏ هو جموع الثنائبات (ع *ع) أي ۰ 


وشکل خاص إذا کان التطبيق تا : سم سہ تقابلا فان" : 


تا ۰۱ تا تاه تا = م ۱ 
سم 


ا 


۱۹) TAY 


مار ںار 


التوابع والتطبيقات : 


- عمّن جموعة تعریف کل من التوابع الآتبة : 
5 تا ط ے ط: س هاس + 


كدها: نز ے ہا : س لاس ١-‏ 


ص 


علا و اج :سه 


£ س" 
0 ۱+۲ 
- جا: ع" مات : ل 
خل : 
5- باس وط ( الاطاق ) ه س + ١‏ وط ( الستقر ) 

اذن تا معرف على ط بكاملبا . 
٦|‏ با أن مس - ١‏ لا ينتمي إلى بت إلا إذا كان س ١‏ ک٠‏ 
أي س ك ١‏ . اذن التابع ها معرف من أجل قم س د بع حيث 
س کے ١‏ أي أن جموعة تعريف ها هي ا جال [ ۱ » مه [ . 


3 ۳" 3 5 
به وكاو سس ہو عاديا اذا كان 4س" رغوء. 
من 


۳ ۱ 00 

أي إذا كان س كد ج 7 »2 وعليه فالتابع معراف من أجل 
١‏ 

جميع قم س ديع ( النطلق ) عدا س = + > وبلتالي فان 
١‏ 

جموعة تعريف هذا التابع هي المجموعة ا ا 


کا کال زد ع* فالتاہم حا معرتف باز داع* 
“حا أن ب د پر و مغ بع حا معراف باز 


وبالتالی فان .ع* هي جوعة تعریف سا . 


۷ - مز التطبيقات من بين التوابع التالیة : 
5 قل :ج س ط*:س سے عدد أثقلله بفرض ج جموعة الناس۔ 
|٣‏ تم :نم ط : س ے عدد أولاده بقرض ٦‏ جموعة الآباء. 


س 
۱ 


٣‏ وم : و و ] ی : سه 


o 


س + ۱ 


5- اي : ]تا ]س اس ے 


ا ‌ل : 
5- با أنه يوجد بعض الأشخاص الذين لا أثقاء لحم » فان كل 
شخص من هؤلاء الأشخاص لا برٹبط به أي عنصر من المستقر ط* 
ولذا فان , لیس تثطببقا . ۱ 
۲ - إذا ل یکن لبعض الآباء أولاد فكل متهم برتبط به العدد ‏ د طا > 
أما الأب الذي له أولاد فيرتيط به من ط العنصر الذي يشل 


4۹ 


عدد آرلاده . ولذا فان کل عنصر من 1 برتبط به عنصر من ط 
: وبالتالي فان تپ تطبيق من آ إلى ط . 
س 1 کو 
۳ - إن مس لا ممنی له من او ۱ آي أن العنسر ۱ 
س = 


من المنطلق لا برتبط به أي عنصر من بج (المستقر ) ولذا فان 
قم ليس تطبقا . 


6 


- إن 


سس د ع من أجل جيع قم س من التطلق ] ١‏ © +] 
ولذا قان تاپ هو تطبیق . 
۸ - لدينا التابع ۲ : ري سے بے : س سے "ماس 
عيّن التطبيق ها القترن بالتایع 5 ر 
افل : 
یکون لمدد س د رم جذر تربيعي اذا كان س + ولذا فان موعة 
تعريف تا هي ا مجموعة 28 . والتطنیق الطلوب هو التطسق : 
ها 6 + هاج : س سم لأس 
۹ - لدينا التابم طبع سے ی : س سا تا (س) 


س من أجل اس ٠<‏ 
حيث ٠:‏ ا (س) = أ . من أجل . چرس <۱ 
١‏ من احل س > ١‏ 


5 عبن جموعة تعربف ا . 
5- أرجد # (r=)‏ > ¥ ) )رم (e)‏ 6 رم 


۳۹۰ 


۳ - آرسم الخطط الدیکارتی التابع ۲ . 


الحل : 
5- ان العدد ء دیع ( التطلق ) لا يقابللى أي عنصر من ب 
(المستقر) وفق 6 . ولذا فان جموعة تعريف ا هي المجموعة ,]*. 
٣‏ - من أجل کل عدد سالب س د رم ( المنطلق ) یکون 6 (س) = س 
ومله اس ) ٣=‏ 


ومن أجل كل عدد . << س کد و يكون 5 (س) ے٠‏ 
اذن . ۲ 3 سد و سے 
ادن : رہ ہد (۱) < ۰ 


واذا کان س ے ١‏ فان تا (س) =۱ 
ادن : تا (ه) ١‏ 2 6( ۱۰۰) =1 
- المخطط الديكارقي کا هو مبين في الشکل )۱٦۸(‏ : 


إن الدويرة على ا خطط الديكارتي تشير إلى عدم اناء النقطة ( مر کز 
الدويرة ) الى بيان التابع . فالنقطتان (۰»۰) » (۰»۱) لا تنتميان الى 
بیان التابع السابق . 

ومن الواضح أن الجزء 1 من الفطط هو جزء الستقم الذي معادلته 
ع = س الوافق لقم س السالبة . وأن الجزء 11 هو جزء للستقم ع ٠=‏ 
الموافق لقم س حبث ۰ << س << ۱ » وأما الجزء 111 فهو جزء الستقم 
ع١‏ الوافق لقم ن ہج 


)س(٤ لدینا التابع أدج یل : س سے‎ - ۲ 6 ٠ 


+ ےتیج 
حيث : ا (س) = و لا ورس زا 
نا << س 

5- آوجد جموعة تعریف ‏ . 


7 - آرسم الغطط الديكارتي التایع 8 . 


ا حل : 
- إن العدد - ١د‏ يع (اللطلق) لا بقابله أي عنصر من ب (المستقر) 
وفق 5 ولذا فان 

جموعة تعريف 6 هي 
الجموعة ب-(-۱) 


+ أما اش خطط 
الدپکارتی فہو کا في 
الشكل )۱٦۹(‏ : 


)٠٠٦۹( الشکل‎ 


۲۲ 


۱ - لدینا احموعتان سم = (۰۱ ۷4۰۰۳ 
2 2 (۱۰:»>۲/) 
والملاقات من سیم إلى ع التي ببااتها : 
عن = ۲۶۱(۱) 6 (rer)‏ 6 (ه»؛)) 
مپ = }) (r) € (re) 6 (rer‏ 4 (1)1۷ 
عم = }) {OY 6 (14) 6 (40) 4 (YA‏ 
عم = ۲۰۱(۱) 6 ((vv) € (te) 6 (rr)‏ 
أي العلاقات السابقة تابع وأي التوابع منها تطبيق ؟ 
ال : 
بلاحظ في البيان س, أن الر کبات .الأولى في الأزواج الرتبة مختلفة 
مثنی مثنى » أي أن كل عنصر من سوم برتبط به على الأكثر عنصر واحد 
من .ع وبالتالی فالملاقة التي بہانہا م هي ابع »والعلاقة التي بیانها ےم 
ليست ہما وذلك لوجود زوجين مرقبين ( م94 ) > )٦٦٦(‏ المرحكبة 
الأولى واحدة في كل منهها ٤‏ أي أن العنصر + من المنطلق يرتبط بعنصرین 
من المستقر . 
وكذلك العلاقة التي ببانها سم ليست تبما لوجود ثلاثة أزواج مرتبة 
في البيان » المر كبة الأولى واحدة فیہا جميما . 
أما العلاقة التي بیانہا سم فبي تبع وهي بالإضافة لذلك تطبيق من 
سم إلى .ع لن كل عنصر من النطلق یربط بعتصی واحد من الستقر . 
۲- نا الجبرعتات سمت ((»-) € ع-(۲۰۱) 
ما هي التطبیقات الممكنة من سوم إلى رع ؟ 


Ar 


ال : 
إن التطسقات المکنة هي اامثلة اقططات الآتبة : 


5 


ے‫ سیم مق 


9 2 


الشکل (۱۷۲) الشکل (۱۷۳ ) 
ويلاحظ في جبم هذه الخططات أن کل عنصر من سیم برتبط به 
عنصر واحد من رش . 
۳ - لیکن س عنصراً من ط* والعبارة : 
س ھ موم | ی : نه داط* و ف اس ] 
علا أن ( اس ) يعني (یە تسم س ) . 


3 


سے 


و - عبن میم من أجل س ١‏ » س 2 ۲ » سدم 
۴ - هل یکن استخدام العبارة الفروضة في تمریف تابم ؟ ما 
منطلقه وما مستقره ؟ 
افل : 
- من أجل أي عنصر س د ط* تکون میم جموعة جیع قوامم 


i 


س وعلى ذلك فان : 
س‌< وم سم - )١(‏ 
س سے ۲ + سہ ۲۰۱۱ ] 
سدم ههرم د (۰۱ ۸01۲۲ 

+ - إن كل عنصر س د ط* له قامم واحد على الأقل وبالتالي فان 
كل عنصر س د ط* تقابله وفق العباره المفروضة جموعة وحيدة 
هي جموعة جمسع قواسم س . وبا أن جموعة قواسم س ليست 
إلا جموعة جزئية من ط* أي ليست سوى عنصر من الجموعة 
ع (ط* ) جموعة جميم أجزاء ط* » فبمكننا باستخدام العبارة 
الفروضة الحصول على التابع : 

تا : ط* هبرع (ط*): سه سم 


تساوي تابعين » مقصور تأبع » مدد تابع 
غغ” - هل التابم تا الممثل بالشکل )۱۷١(‏ : 


۳ 


سم 2 
الشکل )۱۷١(‏ 
والتابم ها 1۲۱ سے رم : س سے س؟ متساویان ؟ 
الل : 
التابعان تا » ها متساویان لان لما جموعة التعریف نفسها ولآن قیمتبها 


۳۹6 


عند كل عنصر من جموعة التعریف متساويتان أي أن : 


تا(م)ث؛ و ها )٣(‏ = 4۲۲ ومنه تا (۲) = ها (۲) 
و تا(ع)ع هد و ها (4) = 4 = مله تا (؛) ها (ع) 


0 - هل التوابع : 
تل : ب سهان : س سس + ۲س-ه 
تا :ہا هی : ز سم ز؟ + ۲ز ده 
تاي : ي) سه یا اع سم ج۲+۲ع -ه 
متساوية ؟ 
الحل : 
تا, تام = تام لأنها معرآفة على ال جموعة ري نفسہا ولان : 
تا, (س) تا, (س) تا (س) ماس د 
6 - هل التابمان : 


تلى ( ٣٤٢۴٢٣۲٢١٠‏ ) سے تاس هاس" +۱ 
تا ؛(٣+؛۴:؛٥٦)‏ هی : س هاس" + ۱ 
متساويان ؟ 
ا مل : 
تا, عب تام بالرغم من کون قاعدة التقابل تفسہا نی التابعين وذلك لآن 
جموعي التعريف لما ختلفتان . 
۷ ۲ - سینا التابع تاي ے تا : س سے س +۲ 


عبن مقصوره على ا مال الق [ ۳۰۲ ] 0 وأوجد جموعة 
قم هذا القصور . 


۲٦ 


ال : 
إن مقصور تا على ا جال [ ۳۲ ] هو التابع 
+[ ]هی سس بو 
یبا آف: ها(۲) =۲ + ۲= > ما(م) = ٣‏ ہہ 
فمجموعة قم ها هي ال مال الغلق [ ٠٠١‏ ] د ب ( الستقر ) . 


س +۱ 
۸(- دیع تاد ی سم :س هما 
عبن أوسع جموعة جزئية من النطلق ,م یکون مقصور تا 
عليها تطبيقاً . عیّن قم هذا القصور من أجل 
س = - ١‏ » سنج ١‏ ۷ س ے٥‏ 
الل : 
إن جموعة تعريف تا هي امجموعة ,6* وهي أوسع جموعة يكور 
مقصور تا علیہا تطبيقا . 
ويكون القصور هو التطبيق : 


س + ۱ 
ع او ی 


ویکون : ها( )= . 1 
هار١)‏ < ۲ 
ها (ه ) < ۱,۲ 


4 ۲ - إذا كان م هو التطبيق الطابق في بموعة هرم » فان مقصور 
م على أية جموعة جزئية رع < سم يسمى التطبیق الانوني 
للمجموعة .ع في المجموعة سیم . ما هو التطبيق القانزني 


۲۷ 


للأعداد الأولية في موعة الأعداد الطبيعية ط . وما هي صور 
الأعداد ٦٦ ٦٦٤٤٣‏ بواسطة هذا التطبيق ۔ 
ال : 
بفرض ل هي مموعة الأعداد الأولية فان التطبيق القانوني الطلوب 
هو التطسق : 
تا : ل هط : س سه س 
ونجد في هذا التطبيق : 
تا (۲<)۳ 6 تارم)يسمع 6 ۷(ه)<ه 
في حين أنه ليس العدد ٦‏ مقابل لأن دول . 


۰ - لدينا التاہمان : 


تا :۳۲۰۱۰ هن س 


ها ۰ [۳۰۱] ہن :س هط 


بین أن ها هو مدد تا على امال [ ۳۰۱ ] . 
ال : 
إن ها هو مدد تا على ا مال [۳۰۱] لان تا هو مقصور ها على ا جمموعة 
{rere}‏ = [ ۳۱ ] . 
۱ - لیکن التابع تا : جم دیا : س سه س 
اذکر أي التوابم الآتبة یکون مدداً للتابع ا وأا لیس کذلك ؟ 


هار : © سه ہت : س سم اس | 
ھل : [-۱۱] سم دس س 


۳۹۸ 


س + | س 
مو رن اھت 
هاي : و سه ماس ساس 


ہا أن اس |= س من أجل س ک٠‏ فان مقصور ها على رم + 
هو نایم ا . إذت ها, هو مدد التابع 8 . 


وبا أن رع + ليست جزءاً من ]٢١-[‏ فلا یکن أن يكون 
ها مدداً فتابع تا . 


وی کے جس+اسا_ س+س 
وا أنه من أجل س ک . کی سج و ہی ہے 
فان مقصور ها على يم * هو التابع ٹا . إذن هام هو مدد التاہم تا ۔ 


وأخبراً من الواضح أن ها هو أبظاً مدد للتابع تا ۔ 


التطبيق المتباين ٤‏ التطبیق الفامر » التقايل : 


۲ - اي" التطبيقات اث في الأشكال الآتية تطبيق متباين ؟ 


میہ 
الشکل (۱۷۰) الشکل (۱۷۰) 


۲۹ 


وت 8ھ 
2 سہ مع عم 
الشکل (۱۷۷) اشکل (۱۷۸) 


کل من الشکلین )١75(‏ > (۱۷۸) فقط ٹل تطبيقا متباینا » فالسهان 
التطلقان من عتصرین مختلفین في سیم يستقران في عنصرین مختلفین في 
الستفر .ع . 

أما الشکل (۱۷۷) فمو تطبیق غير متباین لانه بستقر في العنصر (۲) 
سهان و کذلك فان الشکل (۱۷۵) تطبیق غير متباین لانه ستقر في 
العنصی (۱) سہان . 
۳ ۲- ما خاصة الفطط الديكارق لتطبيق متباین ؟ أي اقططات 

الديكارتية الاتبة هي خطط تطبیق متباين ل 6 في ب ۔ 


۳ 3 
4 3 
اہج جاع 


الشکل (۱۷۹) الشکل (۱۸۰) 


الشکل (۱۸۱) الشكل (۱۸۲) 


اشل : 
بقرض تارس,) =ع 6 تا(سپ) =عې 
فالشرط س چ س, سے تا (س) عچ تا (سپ) 
يعني أن س, چ سپ جاع وې أواع, عاع, که س ع سې 
ومعنی هذا عدم وجود نقطتين مختلفتين من اخطط الديكار قي على مستقم 
يوازي م س . وعلى ذلك فان الشکل (۱۸۰) فقط هو خطط تطبيق 
متباين . 
ع ۲۵ - ما هي خاصة بیان التطبيق ا تباین ؟ 

لتكن الجموعتانت سیم "٤ن‏ »5*2 | 

بج 2 (۰»1۰۳»۲۰۱]) 

و تا » تا » تل » تا تطبیقات من سوم إلى .ع ببااتها 

على الترتیب . 

{(ts) 6 (جاه)‎ 6 (rw) 6 )۱۰۵ (( 


کش 


ال : 

ليس في بیان النطبيق التباین زوحان مرتسان 4) المركية الثانية 
نفسہا . ولذا فان التطبيقين تل » تل © متباینان » إن كلا من التطبيقين 
تا » تال غير متباين . 


۲۵۵ - برمن أن التطسی تا :6 سم م : س هاس" متباین 


ال : 
طريقة اوی : ب س + سپ د ب (الاطلق ) 
فان س چ سې که س چ س ۲ لان مکمي عددين مختلفین مختلفان 
سے تا (س) عب تا (س,) 


تا (س) = تا (سې) > س سس بالتعریف 
عا سی لزان اتکمیبیات 


لمددین متساويين متساويان 


۹ - برهن أن التطبيى تا : ,م سب يع : س س س"-١‏ غير متباین . 


اضل : 
2 ۳ 3 ۲ وت 
تا (س) = تارس,) عه سں٢ ١‏ = س" ١‏ التعريف 
۲ ی 
حا س ےی سپ 
س = + سم 


وبا أن الشرط : 
تا (س) = تا (س,) حه اس سم لم يتحقق اذن فالتطبيق 
الفروض غير عتباین . 
۷ - بفرض د جموعة الأعداد الطديمية » هل التطبيق : 
تابط × ط سے ط : ( س۴ع ) هاس +ع 


متباہن ؟ 


الحل : لدينا : 
تا ( (سعع) ) تا( (س'عع') ) عه س + ع = س' + ع" بالتعريف 
وهذا لا يؤدي إلى کون س سے س' وع ع' بصورة عامة 
فمن الملوم مثلا أن المدد 4 هو صورة الازواج ا ختلفة ( ۱۲۰۲ 4 
(۳۰۱) 6 (۱۳) وفق تا وذلك لأن : 
تا ((۳۱)) = += 
و نا ((۱6۳)) ےب بے 
و تا ((۲۹۲)) = ۲+۲۲ 


ولذا فالتطبيق الفروض غير عتبائن . 


۲۵۸ - آي؛ التوايع الاتبة تابم متباین ؟ 


بح تا : ]۱۰] هی س هس۱۲ 

۲ ها : [-۰»۱ [سه ر :سن سے س" ۱ 

ہے لا ]ےس ےس٢۔١‏ 
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١‏ - لدينا تا (سں) = تا (س,) سه س" - ١‏ = س,"-١‏ (بالتعريف) 


)۲۰( ۳۰۳ 


سے س" د سې ے٠‏ (س سس ) (س + س )ے۔ 
که س د سې = لان س + س ہے في منطلق التابم 
جھ ی ویپ 
ادن التابع تا متباين . 
؟ - بطریقة مائة لا سبق لدينا: 
ها (س) = ها (س,) سے (س = سې) (س + س,) جاء 
جع اسن ہیر ام لأن س + س عبد ۰ 
في منطلق التابع 
یک من 
اف التابع ها متباين . 
۴ - و کذلك لديا : 
لا (س,) = لا (س,) > اس ساس اراس سپ اه 
ت س ت سې أو س + سې د 
ولا كان هذا الشرطان مکنین في منطلق هذا التابع . فالتابع غير 
متبابن . 
۹ - أي الاطبقات الآتبة تطبيق غامر ؟ 
١س‏ تا یسه رح : س سه وس ١+‏ 


س + ۱ 


۴ فا :کے رہ ! س ہے 


۳ قاو صم” ااي صرم 1 :س ياس" 


-١‏ لنبحث عا إذا كارن كل عنصر ۶ د ( الستقر ) هو صورة 
وفق تا لنصر س على الأقل من ۶ ( النطای ) . 


في الحقبقة » لكي يكون ع صورة لعنصر س يحب ری بکون 


پچ 


۲ س ١ع‏ ومله سے 


(0) 


ومن الواضح أنه مها كان ع دبع ( الستقر ) فان ع هو صورة 
لعنصر من س د ,6 ( النطلق ) ممین بالعلاقة )١(‏ . 


۲- لیکن ع عنصراً من رع ( الستقر ) > فلكي یکون ع صورة 
لعنصر س من بع* ( النطلق ) يحب أن یکون : 
اس + ١‏ ¥ 


سے ہی ۳2 2 (٢)‏ 


وواضح من العلاقة (۲) أن العنصر ١‏ دبع ( المستقر ) لیس صورة 
لأي عنصر س من المنطلق ى" . ولذا فالتابع 6 غير غامر . 


۳- لكي يكون عنصر ع من ااستقر » صورة لعنصر س من الماطلق 
يحب أن یکون : 
سڪع ومنه اس باع (r)‏ 
وبا أن جذر العدد الصحبح الوجب ليس صحبحا بالضرورة مثل 
۷ فالملاقة (۳) تدل على أن بعض الأعداد الصحيحة من 
المستقر ليست صوراً لأعداد صحيحة موجبة من المنطلق » فالتابع 
٢‏ اذن غير غامر 
۰ - بفرض ط جموعة الاعداد الطبيعية ٤‏ برهن أن التطبيق 
با : ط ×ط اط : ( س٤ع‏ ) سه س.ع 
غامر . 
الل : 
با أن أي عنصر من ااستقر ط هر حاصل ضرب عددين طبيعبين 


۳.۰ 


أي أنه صورة لمنصر واحد على الأقل من ط × ط ء فالتطبيق با غامر۔ 


۱ - لديا التطبيقات : 


بن من أجل كل تطبیی ٤‏ هل هو متساین ؟ هل هو غامر ؟ همل 
هو تقایل ؟ 


الیل : 


“١‏ بفرض سس سې غعنصربین من 


تا (س,) = ا (س) جه س س س ( ہالاعریف ) 
a‏ رق سا کن كه 
ع وأ ع سم أر مھ سیپ 

وكلا الحالتين مکتتاں في الاطلق ب » فالتابع تا غير متباين . 

وبفرض ع دي (المستقر) و س دیق (التطلق ) ويقابل ع 

رفق 5 ؛ بکون : 

س؟ = ع حت س = عد ۶۱ ( يؤخذ الجذرين لأن س دہاً) 
وما أن علية الجذر التربيعي لا تتم إلا من أجل ع ك . > فليس 
ر يقابل عنصراً على الأقل من النطاق » فالتابع تا 


كل عنصر من اا 
غير غامر . 
وعا آن تا غير متاين وغير غامر فهو ليس تقابلاً . 


۲ س بطريفة مائ لا رأيناء في نا نجد أن التابع ها غير متباين . 


۳ُ 


وبفرض عو+ ( استقر ) و س ‏ ب ( النطلق ) ویقابل ع 
وفق ها » يكوت س؟ دع جه س سے 2د /اع. 

وبا أن ع د يع + فعملية الجذر التربيعي مكنة میا کان ع من 
من المستقر » أي أن كل عنضر من المستقر يقابل عنصراً على الأقل 
من النطلق » فالتابع ها غامر ۔ 

ويا أن التامم ها غامر وغر متبابن فبو ليس تقابلا . 


ع - لدينا ھا (سں) = تھا (سپ) مه (سں = سې) (سں + سې) = ۰ 
که سې - سپ = ۰ ( لعدم وجود 
عددین غتلفین في ,6 * جموعبا صفر ) 
جه سې ک سس 
اذن فالتابع قا متباين . 
وبفرض ع د ب ( المتقر ) و س د با * (النطلق) ویقابل ع 
وفق قا » یکون س؟ <ع جه س = ۱ع ( ويقتصر على ابلذر 
الوجب لان س د رم + ) . وواضح آن, کل عنصر ع ك ۰ (فقط) 
من الستقر يقابل عنصراً من النطاق والتابم 6 غير غامر . 
وبا أن فا متباین وغير غامر فهو ليس تقابلا 
۽ - لأسباب مائلة لا رأيناه في التابع قا نری أن التطبیق کا متباين. 
ولأساب مائ لا رأیناه من أجل التابع ها نجد أن التطبیق کا 
غامر . 
وبا أن کا متباین وغامر فمو تقايل . 
۴ - لتككن المجموعة هوم 4٠۸٠۷٠) ٤٣|‏ والتطبیقیات 
الثلاثة ا » ها » قا المثلة في الأشكال (14۴) “ (1۸4) > 
(۱۸6) أي من هذه التطبيقات یقیل تطبیقاً عکسا ؟ 


۳۰ 


ا ہے فا 
¥ ان ۳ ۳ 
٤‏ رک 0 
۷ 0 5 0 
2 ۸ ۸ ۸ 
۰ ۱ 

٩ 4‏ 4 
بد وت سم سم 

سیم 


الشکل (۱۸۴) الشکل (:۱۸) الشکل (۱۸۰) 
ال : 

من الملوم أنه كي يقبل التطبیق تطبيق عکسیا يجب أن يكو 
التطبرق الفروض ثقابڈ . وبا أن قا هو التقابل بين التطبيقات المفروضة 
فل تقابل عکسي . 
۳ - برهن أن التطبیق : 


تا: ا سم ی : س سه ۸س" ب ۱ 
تقابل » ثم أوجد التطبیق العکسي له . 


ال : 
بفرض س, س عنصرین من ب ( النطلق ) یکون : 


تا رس )ع تا (س) سے هس۱۲ هس -۱ 


فالتابع تا متباین . 


وبفرض ع دیع (المستقر) و سد (التطلق ) الذي يقابه ع 
يكرن : 
eV"‏ 


۲ 


وس" لدع جه س = 


)00 
وواضح أن بعد ے ع + ١د‏ سے ۷ د ۾ أي 


أنه من أجل كل عنصر ع من المستقر يقابه عنصر س من المنطلق'فالتايع 
تا غامر . وأخبراً فالتابع تا هو تقابل . 


وبفرض ع هي صورة س وفق 5 فان س تکون صورة ع وفق. 
التقابل المكسي تا-' أي أن : 
س = تا (ع) 
ایا 
وحسب )١(‏ يكون : ل دن 
ویکون التقابل المكسي : 
"يا + 
ا :جا :ع لات 
وها أن ع رمز اختباري لتحول التطبيق » أمکتنا كتابة التقابل. 
المکسي بالشکل : 0 
+۱ 
قا :جاسم پا : سے سا 


مستخدمین من الرمز الألوف لتحول تابع . 


6 - “ینا التطبيق : 


تا: با )سم پا لو دس سب 


۲ س+ ۱ 


عي ا 


۳۰۹ 


١-٢ 


برهن أن تا تقابل وأوجد تا 
ال : 
بفرض س, سم عنصرین من النطلق یکون لدينا : 


7 ۲س +۱ ۲س +۱ من 
تا (س) = تارس,) ڪه FEE‏ ت گت ( پالتعریف ) 


وبحساب س بدلالة 4 نجد : 
ومع ١+‏ 
5-6 
وا أن الكسر في الملاقة الأخيرة معرآف مہا كانت ع من المستقر 
بع -(۲) لأن ع چ۲ . فكل عنصر ع من المستفر يقابك وفق تا عنصر 
س من التطلق أي أن التطبيق ىا غامر . وأخيرا فالتطبيق تا تقابل . 
ونجد بسولة أن التطبيق المكمي هو : 


سی سس 


۵ - نثل كل علاقة من العلاقات الواردة في هذا التمرين تطميقا 


ل ري في رع اكتب العلاقة الشلة ل حاهنا وعيّن جموعة 


۳۹۰ 


تعریف وجموعة قي هذا التابع المركب في کل حالف من 
الحالات التالية : 


- اس)عس + 4 حا(س) دس - ۷ 
ب = ا(س)ے+سهہ 6 حا(س) = س' 
< ب الا(س) ةوس ١+‏ 6 ا(س) = س" 


ہہ ا(س)حەس-١‏ 6 حا(س)ے 3 


اليل : 
لنرمز مجموعة منطاق اب سم ولتحوفا ب س و حموعة مستقره 
ب ع ولتحوفا ب ع فتكون جموعة منطلق حا هي یع نفسها » ولارمز 
جموعة مستقرها ب صلب ولتحوفا باص ؛ فیکون : 
( - إن التطبیق تا غامر ومتباين بقابل بين كل عنصر س و سم 
وعنصر ع د رع بحبث يكون ع = س + ؛ وان التطبیق حا (س) 
غامر ومتباين أيضا يقابل بين كل عنصر ع داع وعنصر وحيد 
ص و صہ يحبث یکون : 
ص ج ع ۷ حه ص = (س +144 )- لام س ام 
اه ا 
أي حا [ تا (س) ] = س سام أو س سهد س س م 
إن التابع حاء تا تطبيق غامر ومتباين ( تقابل ) » فجموعة 
تعريفه ئ وجموعة قيمه ہا 
ب إن التطبیق تا تقابل بحقق العلاقة ع = ٣‏ س - ه أما التطبيق 
حا فہو غير غامر وغير متباين لان جموعة قيمة رم + ولا 
( لے س)؟ دس" وهو بحقق الملاقة : 


ص = ع سے ص = زع س - ه)" 


۲۱۰۱ 


اي ا[ باری) ] = رعس دىئ* 


إن التطبيق حاهتا من ی إلى .6 لیس بغامر لان جموعة قبمه هي 
٠‏ ولیش بمتباين لان : 


وھ ار سس م ص = (إاعجنا)"؟ = ون 


وأما جموعة تمریف هذا التطبیق في موعة منطلقه ب . 
< - تا (س) تقابل علاقته ع = وس +۱ و حا (س) تقابل أيضا 

ا 

ص تدع" عه ص ع ( اس ۳)١‏ 

إن التطبيق اه تا متباين وغامر يطبق .6 على ۶ . 
5 - تا تقابل علاقته ع = س -۱ أما حا فهو تطبيق غير غامر 
۹ ۱ 
«١‏ (س-١)"*‏ 


وغير متبابن محقق الءلاقة ص = 


حاه تا ۱ 
إن التطبیق ا مر کب : i‏ وت سد ری 
۱ (س -۱) 


لیس بغامر لآن قیمثہ موجبة دوم أي جمرعة قیمه هي بل + 


ولیس بتباین لآن : 
١‏ 
س = ب + ١‏ لها صن = 
+١‏ ت 
١‏ 
و س = جات +4 ۱ لها ص = 0 
۹+ بت 


وأما جمرعة تعریفه فہي ,5 ۔ 


۳۱۲ 


س + ۱ 

پر می 
تابعين من جع سب ع (حیث بع جموعة الأعداد العادية ) ۔ 

| اكتب علاقة التابع المركب : حاه تا وعسّن موعة تمریف 
هذا التابع . 


۳۲۳ - تعرّف العلاقتان: تا (س) = (۲س-۷) و حا (س) = 


ب - ما هي ال حموعة التي يجب أن ناخذها منطلقا للتابم تا 
لبصبح حاء تا تطبیقاً : 


الحل : 


إن التابع تا (س) = ٢س‏ - ۷ پربط بکل عنصر س د.ع عنصراً 
وحیدا من رع فهو تطبیق وهو غامر ومتباين » إذا رمزة بع لمتحول 
مستقره فانه يحقق علاقة من الشکل : 

ع ے ۲ س - ۷ 

أما النابع حا (س) فانه لا هثل تطبيقا لانه غير معرف من أجل 
سے + ١‏ من النطاق .ع » إذا رمزنا ب ع لمتحول متطلقسه وب ص 
لتحول مستقره فان علاقة هذا التابع هي : 
(۲ س - ۷) +۱ ٢سس٦‏ 
a‏ و (۲ س - )ا م 
إن جموعة تعريف هذا التابع کتابع مر كب حاءتا هي ع =| )) 


ع ١+‏ 
ص مس له 


<- يصبح التابع حاه تا طبيقا إذا كان منطلقه مساوياً جموعة 
تعريفه أي إذا كانت جموعة منطلقة هي ابمموعة ,م ()). 


۳۹ 


مه 


۷ - بین أي الأشكال الآتية عثل تابما » وعیتن جموعة تعریف 


کل تابع : 
7 2- 
ر 
سم 2 
سم 2 
الشکل (۱۸۰) الشکل (۱۸۷) 
الشکل (۱۸۸) 


الشکل (.ود) 


۳۹۹4 


الشکل (۱۹۱) 


۲۸ - لتکن سم 0۰۰۳۰۲۰۱ والعلاقات من سہ إلى 
مرم المثلة بالأشكال (۱۹۲) ء (۱۹۳) »© (۱۹۵) : 


واس هه مام 


٩ ؟‎ ۳ ٩ ۵ 


الشکل (۱۹۲) الشکل (۱۹۳) 


مام عه هاس 


١ © 4‏ 
الشکل (:۱۹) 
أي هذه الأشكال یثل تاہما ؟ 
۹ - أي الملافات الآتدسة من ب إلى بي والشلة باخططات 


۳۹۵ 


الديكارتية الآ تة هي تابم . عبن جموعة تمريف کل تابع ۔ 


b 


۳ 
]م 
5 

ہ‫ 

0 


الشكل (۱۹۸) 


۰ د لدينا التابع 


مع العلم أن : تا (س) = ۰ من أجل س < 


۱ ۰ »تا (س) دس 
من أجل ۰ << س < ۱ » تا (س) - ١‏ من أجل سے 


5- عبن جموعة تعریف التابع تا » وأوجد قیعة تا (-)) » 
الم » تارج ) > تار > (ol‏ . 
5- ارسم ال خطط الدیکارتی لهذا التابع . 


۱ - لدينا التابع تا: 


هيم :س سے تا (س) 


كلم 


مع الع أن : تا (س) عدا س من أجل سه لحاس < ٠.‏ 
و تا(س) دس" من أجل .ےس٢‏ 
سر ما موعة تعريف الت تا ؟ 
۲ س ارمم ا حطظ الديكارتي للتابع تا . 
“YY‏ مسر التطبيقات بین التوابع الا تبة 1 
تا : ج ها ی : س ے طوله لفوت سنتمٹر 
حبث ج مموعة سکان القاهرة 
تاي : ج ها ط :س م عمره لأقرب سنة 
حيث ج جموعة طلاب إحدى الثانويات ۔ 
س + ۱ 


تا : بر هايم : سه 
تا : ا سے 6 دس سے آس۲ + ۱ 


۳ - لدينا احموعة سہ د ۰۲۳۰۲۰۱ 
والعلاقات اس »سي ک مب۶ سر من سہ الى سیم التي بیان 
على الترتیب هي : 
r4) 6 ۱۰ (۱‏ 


0۰۶ 6 (rr) 6 ) 
( 6 (rr) 6 ۲۰۱ 

( 

( 


{(o‘t) G(r) 6‏ 
۶( 6 (۱۲) 6 ۱۳۱ 6 (۳۰) ہیں 
رر 6 ری € یئ 6 (ocr)‏ 6 )0%{ 
أي الملاقات السابقة توابم » عين جموعة تمریف کل تام 

وعين التطبیق من التوابع . 


۳۲ 


)۶ - لدینا اصموعتان سرمت | ]اب | و ۳۱۱-6 
ما ھی التوابع المکنة من میم إلى ع؟ 


۸۵ - تكن سم جموعة مناحي مستقيات مستو ولنعتبر فیہا العلاقة 
س المعرافة کا يلي : 
س ماع جه س بل 2 
أثدت أن الملاقة س قاح . 


- لدينا احموعتان سوم {ep}‏ 6 المح زرب ريم 
ما هى التطبيقات الممكنة من سیم إلى ع ؟ 

۷۷ - لدينا التابع تا : م6 یا ۶ش تداس 
عين مقصوره ها على الحموعة 00۱6۳۷۲۱۱ »1. مثتل 
هذا المقصور دیکارتیا۔ 


۸۸ - لدينا التابمان العددیان لتحول حقيقي : 
س؟ -۱ 
س ۱ 


تا : ب) سمه ی عومد 
ها: هن : س ہم س ١+‏ 
هل هذا التابمان متساویان ؟ 
۹ - ما التطبيقات التبابنة فبا بلي : 
١‏ - التطسق الذي بربط بکل ثانویة مدبرھا۔ 
۲ - التطبیق الذي ربط بکل کتاب عدد صفحاته . 
۴- التطبیق الذي ربط يكل بیت من پوت دمشق رقمه. 
4 - التطبيق الذي ربط بکل دحاجة وزنها . 
۸۰ - اس المکن أن يكون التطبيق الثابت متبابنا؟ 


۳۸ 


۱ - ما المجمرعة سم التي یکون علیہا التطبیق الطابق متباينا ؟ 
AY‏ - ان المکن أن یکون التطبيق الثابت غامراً؟ 

۳ - مق یکون التطبيق الثانت متباینا وغامراً معا ؟ 

۶٤‏ - هل التطبيق التطابق على جموعة غامر ؟ 

YAO‏ - لیکن سم ص (۰ ۳۰۲۰۱۲) 6 ع رر ہجار 


والتطبيق قا : سرہ ےم ع : س هاس" . برهن أن ل تا 
تطبیقاً عکسیا يطلب تيده . 


5 لکن سم ی -(-) 6 عدج -لك) 


والتطبيق تا : سوم سے ع : سے لل , برهن أن 
سن 
تل يقبل تطبیقا عکس" يطلب تعبینه . 
۷ - رمز ب [ت > ح] مجموعة الأعداد الصحيحة س الحقةة 
للعلاقة ب < س < < ولیکن تا »سا تطبیقین ل صرم في 
صہ معرفين بالعلافتین : 
تا (س) = ٣‏ سو حا (س) سے س؟ 
أجب على الأسئة التالية : 
۳۳ هل التابمان تا » حا غامران أم متباینان ؟ 
۲ - بقرض همع( -۱۰۳] ¢ ۸ [۲۰۰ ] 
| - احسب هن 2" وا سب تا زه ن ه') و تا ره ں تا (ھ!) 
مادا تلاحظ ۶ء 
بت احسب الجموعة حا( ھ ن ه') و حاڑ(ڑھ) ن حازه') 
ماذا تلاحظ ؟ 


۳۱ ۳۹ 


حاحب ترمه'>تارهمه') +< تا )2( متا (A)‏ 
ماذا تلاحظ ؟ 

و اسب حازم مه" > عا (ه) م حا (ھ') ماذا تلاحظ؟ 

هلا بان 6 (ه) » ححث ھ موعة حزئية من الاطلق > هي الجموعة 


المكونة من صور عناصر ھ وفق ۶ 
۲۸۹۸ - لیکن تا »سا تطبيقين لط في ط معرفين بالعلاقتين : 
١‏ 
٣٢‏ ا عا (س) سدس إذا کان س زوجي 
| حا (س) -. إذا کان س فرديا 


۰ - بین فيا إذا کان تاو حا غامرين ومتباینین ۔ 

+ عرف ماه تا 

ع .حل العادلات تا (س) = ٤‏ »تا (س) ۱۴ » حا (س) ع ٤4‏ 
حا (س) = ۱۳ حا (س) ح٠‏ 


و۶ 
و ل 5 

۷- كل من الأشكال ٩ )۱۸۸( ۲ )۱۸٩(‏ (۱۹۰) 4 (۱۹۱) يشل 
تابعا وجموعات التعريف هي على الترتيب : 
سم» e {ct}‏ ۰0۲۳۲۱۲۰۱ 

۲۸ - الشکل (۱۹۲) یثل تابما حيث کل عنصر من سہ یقاب 
عنصر وحید . 

۹ - کل من الأشكال )۱۹١(‏ » (۱۹۸) “ (۱۹۹) > یٹل تابا لاد 
كل عنصر من النطلی يقابه عنصر على الأكثر من الستقر .. 
ونتأكد من ذلك برسم مستقمات توازي م ع قبعد , هسذه 
الستقیات لا يشترك مم الخطلط بأية نقطة والبعض الآخر 


f° 


يشترك مع الخطط بنقطة واحدة . وجموعات تمریف هذه 
لتوابع هي على اتیب [ - 34 ]2 6 © [-148]. 
وکل من الأشكال (۱۵۵) ٤‏ (۱۹۷) > (۲۰۰),ا عل 
تابما لن پیش المستقبات الموازية ل م ع تشترك مع الخطط 
باکر من نقطة . 
۰ 5ل مموعة التعريف هي ب » تا (-)) ٠=‏ » قا(.) -. 
٩۹ ۱‏ 
تار ) عدت تا (۲)ع- 4١‏ تا (مه) = 
ر( ۳ ۰۱ (o)‏ ۱ 
۲ - ائحطط الديكارتي الشکل (۲۰۱) 
3 


الشكل (۲۰۱) (rer)‏ 
۱( - 5 جموعة تعريف التابم هي ا جال [ - ۲۰۵ ] . 
۲ - اخقطط الدیکارتيی الشکل (۲۰۴) . 


۴ ب الاطبيقات هي تا » تا » تار . 


۳ - کل من م » س, ليست تابعا » جموعة تعریف التابع المین 
ب م هي (۳۲۰۱»:) > وجموعة تعريف التابم المعين 
ب مم هي (۲)۰/۱۲۳۰۲۲۱ وهذا الابع تطیق . 


۳۳۱ 


۶ - يضاف الى التطبيقات الوارة في التمرين ا حلول رقم ( ۲۸۶ ) 
التوابع المئة بالأشكال (۲۰۳۴) ۰ )۴١۹( ۰ )۲۰۵( “ )7۰٢‏ : 


0-2 ہب 


الكل 7 الشکل )۲۰٢(‏ 
ابطق ۰42-7 
الشکل (۳۰۵) الشکل (۲۰۱) 


۷۵ - لان کل منحی اس چا سم یقاب منحی من سہ متمامدمعہ ۔ 
۷ - هي التطبیقات : 


e 2207‏ ارد 


ب سم ۱ بت سم ۲ ناخ له ۴ 


هو (۶ ما | سه ۲ 
اا ارت ا 
وكل تطبيق ينتج عن التطبيقات الثلاثة الأخيرة بتبادل موضعي | وب 
۷۷ - ها ود اتک 6 : س سے س والتمثبل 
الديكارتي الشكل (۲۰۷) : 


۳۳۲ 


الشکل (۲۰۷) 


۸ - ليسا متساويين لان جموعة تعریف الأول يم -- (۱) ویجوعۃ 
تعريف الثاني ,6 والمجموعتان غير متساويتين . 

۷۹ - كل من التطبیقین ۳۰۰۱ متباين . 

م یکون التطبيق الثابت متبايناً إذا کان المنطلق عموعة ود 
العنصر ۔ ١‏ 

۱ - ید جموعة سیم یکون التطبيق المطابق عليها متباينا . 

۲ - یکون التطبیق الثابت غامراً إذا كان المستقر موعة وسدة 
العنصر . 1 

۴۳ - بکون التطبيق الثابت غامراً ومتباينة مسا إذا کان کل من 
المستقر والتطلق جموعة وحيدة العلصر . 

م - التطبيق الطابق على جموعة غامر . 

0 تاوبع ب ميم :س سے پاس 


- ببرھن کا في التمرین ا حاول )۲۹٢(‏ أ تا متبابن وغامر 
والتطبيق المعاكس هو : 


س + ۳ 


0 
تا در سم مویہ دس سح 5 
سس 


rrr 


۷- ك- (تا) غامر وعتبان » (حا) لیس بغامر ولا متبابن . 
۳ م هنه'- [إ- م :] 0 
تاره y‏ ھ'( = تر وہ 
تازم) رتا )2( سے (eré opufr te y= ct}‏ 
= تازه ناه') 
بد عا رهن ھا 5 .| 
حا )ھ( u‏ )2( = زو ١44‏ ال0( ی) 
عازه نه') عساره)ن حاره') 
<-دهمه'- 4]١٠2٠١[‏ تارم (sn‏ .»۰۲ 
تا ره) ۾ تا(ھ') إ۰“ ۲{ 
حا (ھ وھ ع ٤)۱۰‏ حا (ھ) م حا ره )=> 
حارم و ها )غ حارم) محاره'). 


٦ - ۸‏ -(و)غیرغامر ومتباین ٤‏ (حا) غامر وغبر متباین . 
- حا [ تا (س) ] = س وهوغامر ومتباین . 


یت س = ۲ » مستحبلة) س = ۸) س = ۲ © أي عدد فردي۔ 


الم الكَامِن 


تیراو ارت 


(الأعدادالأساسية) 


۸٤‏ - تكافو انجموعات 
Êqüipotence d’ensembles . Equivalence of sets‏ 


عکن للطفل الذي قد لا يعرف المد" بمد" أن يدرك فیا لو أن عدد 
الكراسي في غرفة ما مساو لعدد الأشخاص في هذه الغرفة . يككفيه من 
أجل ذلك أن يمل كل شخص في الغرفة باذ مكنا له على اج 
الکرامي مي فیکون بذلك قد کون آزواجا يتألف كل منها من شخص 
و كرسي . فاذا لم يبق كرسي دون شخص جالس عليه ول يبق شخص. 
دون كرمي مجلس عليه فإننا نقول عندئذ » وکا مر سابتا » إن ۔ ناك 
تقايلاً بين موعة الأشخاص وجموعة الکرامي أو نقول إن اجموعتتنشکافنتان. 


تعريف : نقول عن جموعة سیم إا مكافئة ( کیا ) لمجدوعة آخری رع 
إذا أمكن أن نجد تقابا بين ا حموعتن سم و ع » أي إذا أمكن أن 
جد تطبیقاً غامراً ومتباينآ منطلقه سم ومستقرم ع . وبلفة الرموز : 


سح تمع ( تقرأ موم تکافی» رع ) 
عندما يوجد تطبيق : تا : سے یع غامر ومتباين 
ويقال عن كل جموعتين متكافئتين إن ما القدرة ذاتا . 


۳۳۰ 


مثال (۱) : إن مرعة جبے الأعداد الصحیحة الموجبة مكافئة لمجموعة جيم 
الأعداد الصعيحة السالبة لأنه يمكن إیجاد تقابل بين هاتسين 
المجموعتين كأن نقابل مث بين كل عدد صحبح موجب بالعدد 
السالب الذي يساويه بالقيمة المطلقة . 
مثال (۲) : إن المجموعة سم =| ۳۶٣۰۱‏ ) لا تكافىء المجموعة .ع- [(۴۰۷) 
لأنه يستحيل علينا إيجاد تقابل بین ا مموعتین . 
مثال (۳) : إن المجموعة ل » جموعة الأعداد الطبيمية » تكافىء المجموعة 
٭س المكونة من الأعداد الموجبة الزوجية » لوجود التطبيق 
الغامر والتباین : 
یا ط ه ز 
س سے ۲ س 
فالمدد ١‏ من ط بقابل المدد ۲ من ٠س‏ والمدد ۲ من ط بقابلہ 
العدد و من »ی وهکذا . 
ملاحظة (۱) : 
إذا کان سم تع و سيم تع رسے م سح کے ۶0 = و9 
فان سی ن سے تداع و عم وذلك لأنه إذا كان هنالك تقابل 
بن سم وع وتقابل بين سح و ع, وحيث أنه لا يوجد أي 
عنصر مشترك بن سم و سس کا أنه لا يوجد أي عنصر مشترك بين 
عم و عم فإنه يوجد تقابل بن سے ل صم راغ اقب 
ملاحظة (۲) : 
لا چکن, لمجموعة ا حالیة أن تكافىء سوی نفسپا . 
ملاحظة (۳) : 
نستنتج من تعریف تکافؤ جموعتين بائمرة أنه إذا كانت میم وع 
و صہ ثلاث جموعات فان : 


۳۳۹ 


(۳) سح يم مع سے اع یہ سیل 
(۴) یہ تع وع يم صہ عه سس بع طم ۔ 


وھکذا تری أن التکافژ تأنه في ذلك ثأن التساوي والتثابه في 
المندسة منمکس ومتناظر ومتمدي . 


مثال (؛) : لتکن میم جموعة نقط مستقم ( نأخذه عوراً السينات ) 
ولتکن .ع موعة نقط نصف الدائرة : 


س + (ع-١‏ )ےا ع ده 


التي یقم مركزها في النقطة 
(۱۰) . ان طرق نصف الدائرة 


آي (۱۱) و ٠١-(‏ )لاينتميان 
إلى ع (حيث ع <۱) . 


ہیی 2۵ 8 


۴ 
الشکل (۲۰۸) 


إن سرم بع ع لأنه يكن الحصول على تقابل بين جموعة نقط سم 
وجموعة نقط رع ويكفي من أجل ذلك ان نقابل كل نقطة 2, من المسنقم 
بالنقطة 2 من نصف الدائرة التي تقع معہا على نصف قطر واحد. 

ثم إن ا جموعة رع تكافىء الجموعة صم المكونة من جميع نقط ال جال 
الفتوح ۱۰۱-۲[ 0 

صم > وس :- ١‏ حدس )١‏ 

ولبرهان هذا التکافؤ يكفي أن نسقط ذقط نصف محبط الدائرة على 

حور السينات ( امقاطا قاما ) ونقابل كل نقطة بسقطہا ۔ 


وأخبراً فان سیم بع صہ لان سم ع و رع يم صم . 


۳۳۷ 


وم- المجموعات المنتهية والجموعات غير المنتبية : 


سبق لنا في الفقرة ١+‏ أن قسمنا المجموعات إلى منتبية وغير متنبية . 
ولقد اعتمدنا في هذا لقع على عملیة العد حيث قانا إن المجموعة ا منتہة 
هي تلك التي : عکن أن فتهي من عد عناصرھا وإن ا حموعة غير النتہة 

هي التي لا تن تنتبي علية عد عناصرها . 


ومتحاول في هذه الفقرة تقدم تعريف دقبق شین النوعين من 
و کا انتا سنحاول بعد ذلك أن نیز بين الأنواع ال ختلفة للجموعات 

اذا رجعنا للثال (۳) من الفقرة السابقة فإننا نلاحظ أ موعة 
الأعداد الطبيعية تكافىء بموعة الأعداد الطييسية الزوجية > التي هي جموعة 
جزئة من ا حموعة الأولى ٤‏ 3 حین أننا زلاحظ أن احموعة رہ ف 
الثال (۲) لا تكافىء المجموعة .ع التي هي جزء من سم . 


ولیس الامر كذلك فقط بل إنه لا یکن للمجموعة سیم أن تکافی» 
7 جموعة جزئية منہا مختلفة عنبا . فبنالك فارق أساسي اذن © بين 
امجموعة ط في الثال (۳) وا حموعة سم في الثال (۲) » فالأولى أمكن 
تكافؤها مع جزء منہا ختلف عنها في حين لم یکن ذلك في الثائية ٠‏ 
نقول عن الأولى إنها جموعة غير منتہة » ونقول عن الثانية إنها جموعة منتہیة ٠‏ 


تعريف ٠7‏ : نقول عن جموعة إا غير منتبية إذا أمكن تکافوما 
مع جزہ منہا مختلف عنبا » وإلا فإننا نقول عنہا نها منتبية . 


(۱) یمود هذا التمريف الى ریتشارد ديدكند الذي ذدره في عام ۸۸ في منشرره 2 ما 
هى الأعداد وما بنبغي أن تکون ؟ 


۳۳۸ 


نظرية : إذا كانت ج جموعة متهبة: و ج جموعة جزثة متها فان 


ج تکون أيضا منتببة . 


البرهان : 


إذا ‏ تكن ج منتہیة فهي غير منتبية وبوجد بالتالي جموعة چم 
جزئية من ج, وختلفة عنما بحیث ج, م چې ۰ وبا أن جج منفصلة 
عن كل من چې و ج, فإنه یکون حسب اللاحظة )١(‏ : 


جع EFE” E) U‏ ۷(ج-ع) 


ي 2 ۷( -ج:) 
ولکنٹا نرى بسہولة أن ج, ں ( ج - ج ) دج . 
اذن ج شكافىء جموعةجزئيةسنباختلفة عنما وهذا مخالف للفرض . 
ينتج من هذه النظرية أنه إذا كانت ج, غير منتبية و ج تحوي ج 
فان ج تكون غير منتہیة » لآنه لو كانت ج منتہیة فعندئذ تکون چم 
( المجموعة الجرئية منها ) منتبية وهذا خلاف الفرض . 
مثال )١(‏ : إن المجموعة ج الؤلفة من عنصر واحد تب :ج ك إب) هي 
جموعة منتہیة لان ج تحوي جموعة جزئية واحدة مختلفة عنہا 
هي المجموعة الخالية . ومن الواضح أنه لا کن إمحاد تقابل 
بين ج والجموعة ا خحالیة . 
واجموعة ج المؤافة من عنصرین ناو < :ج = إب»<ح) منتيية كذلك 
ان ج توي ثلاث جموعات جزئية ختلفة عنبا (ب) و [<] وه ولا 
کن إيحاد تقابل بين ج وبين أي من هذه ال جموعات الجزئية . ومثل 
ذلك نرى أن كل جموعة تحوي عدداً محدوداً من العناصر هي جموعة 
منتهية » حتى أن الجموعة المكونة من جمیع الکتب في العام هي جموعة منتبية. 


۳۳۹ 


مثال (۲) : ان جموعة نقط مستقم غير منتهية لأنها تکافی» » کا مر سابقاً 
في المثال ؛ من الفقرة ۸4 » نقط القطعة ] - [۱۰٠‏ والتي 
قثل جموعة جزئية منها مختلفة علها . 

مثال (۳) : إذا كان | بع ب وكانت م منتہیة فان ب منتهبة . 

البرهان : إذا لم تكن اب منتهية فبي غير منتهمة وبالتالي يوجد جموعة 

س جزثیة من ب وتلفة عنما ومكافئة ھا أي ب > ب . لنکن ې عناصر 

( التي تقابل عناصرها عناصر س, وفق التطبيق الفامر والتباین الذي يقابل 

بين عناصر | وعناصر ب . ان ل جموعة جزئية من | ومختلفة عنها . 

لنلاعظ أن ٹل دس و 


شوت ہاب هط سح ja}‏ 
وبالتالي تكون المجموعة | غير منتپبة وهذا خلاف الفرض . 


۸٦‏ - ال جحموعات القابلة للعد 
Ensembles dénombrable . Denumerable sets »‏ « 


تعريف : ذقول عن مجموعة سیم إا قابة للمد اذا كانت مكافئة 
لمجموعة الأعداد الطبيعية أي اذا کان : مہ ید ط 


يلاحظ أن موم غير منتبية لآن ط غير منتبية أيضا . 


ملاحظة : المودة إلى تعريف التوالیة الذي مر" في الفصل السايع 
تستطییم القول إن المجموعة القابلة لامد هي ال جموعة التي يكن کتاہتہا 
على شکل متوالية غير منتهية ( أي تلك المجموعة التي يمكن ترقم عناصرها) ۔ 
نتيجة : نستنتج من التعریف مباشرة أن كل موعة مكافئة لجموعة 


قابلة للعد هي جموعة قابلة للمد . وأن كل موعت مابلتين للعد متكافئتان . 


۳۳۰ 


مثال )١(‏ : ان موعة الأعداد الزوجية الوجبة قابلة للعد لأا مكافئة 


للجموعة ط . 
١ ۱‏ ۱ 
مثال (۲) : إن ا حموعة چ ۰( 4 يعس 4 ...| قابلة للمد 
لان التطبيق تا : ط سه ج 
5 
س4 


غامر وعتباین ۹ 


نظرية : كل شموعة جزثية من موعة قابلة العد هي (على الأكثر) 
جموعة قابلة للعد ( أي انها إما منتہیة أو قابة للمد) : 

البرهان : لنککن م موعة قابلة للعد فعندئذ عكن کتابة هذه ا حموعة 
على شكل متوالية . 

اوران فی جا الإ و )۱) 
لنكن ۸" جموعة جزئية من م ولنفرض لي العنصر الأول من المتوالية 
١‏ 
(۱) الذي ينتمي ل ۵" ولیکن مر العنصر الثاني ومکذا ... فإذا 
0 
رمزا ل او به سل ود أو ب ملي ... فمتدئذ تكون م هي : 
5 5 


“من ۰ک 


38 
فپي إذن منتہیة أو قابلة للعد حسما تکون هذه المتوالية منتہیة أو 


۳۳۱ 


۸۷- الجموعات غير القابلة للعد : 

إذا لم تكن المجموعة منتبية وإذا لم تكن قابلة للعد فمندثذ سما 
مجموعة غير قايلة للعد . 

ولكن هل توجد بالفعل موعات ليست قابة للمد ؟ لأنه إذا لم توجد 
أي جموعة من هذا النوع قلا حاجة للبحث في مثل هذه ا حموعات . ان 
الجواب على هذا السؤال يتضح من النظرية التالية : 


نظرية : إن جموعة الأعداد الققية . << س <2 ١‏ ليست 


قابلة للعد. 


البرهان : يكفي أن نبرهن أنه مها كانت متوالية الأعداد الحقيقية : 


کک میت و 


فإنه بوجد عدد حقيقي ك ( ۰ << و <2 ۱ ) تختلف عن جيم عناصرها. 
وهذا يعني أن أي عاولة لترقم جيم الأعداد الحقيقية في ا جال الفروض‌فالة. 
إن طريقة البرهان التي سنذکرها الآن ٤‏ والتي تسمى طريقة كانتور » 
تعتمد على الفكرة التالة : 
یکن کتابة كل عدد . دس ٢<‏ على شکل کسر عشري غير 
تہ من الشکل : 
۰۰ سپ سپ س و 


سیت : .کس حه (۲۱2۵ ۰.۱۳۲۲ ) 


١ 
يكتب‎ ١ فالعدد > مثلا يكتب بالشكل : ... ۰۹۹۹ والعدد‎ 


rrr 


الشکل ۰ وتم هذه الككتاية بشکل وحید . وهکذا مجد آن 
الاعداد ب, » سپ ...٤‏ تکتب على شکل متوالية من تلك الکسور الەشریة: 


,رت نہ بے ہے ر 


بو ۲۱ ES‏ 
یی هه تم ا مداه 
نف یک 1 


ہس رف ما ہم بے 42 
الشكل (۲۰۷) 
لنشکل الآن من العناصر القطرية في الجدول السابق العدد العشري 


70 ېې اوه ولتكون عدداً عشریا جديداً تحصل عليه من 
العدد السابق بأن تبدل د سوو ( وء م 4م» ...) عدداً صحبحا 


آخر حو (. کے حر د ۹) بختلف عن بو نفسه قمندئذدیکون 
هذا المدد العثشري الجديد : 


پت وه 
5 ۰ وچ و 


محتقا الشرط ١‏ کے 5 > ۰ وهو تلف عن كل عدہ سے منالتؤالية 
المذكورة لاختلافه عنه في الرقم اللوي ۔ 


نظرية : كل جموعة مكافئة لمجموعة غير قابلة المد هي موعة غير 
قابلة للمد كذلك ۔ 


إن برهان هذه النظرية ينتج من التعريف مباشرة . 
نيرهن في التارين ا حلولة ان ١]‏ ؟] به [7۱۸۰ > وبا أن المجموعة الأولى 
غير قابلة للمد فالتانية غير قابلة للمد كذلك . 


۱ نظرية : كل جموعة غير منلهية سم تحوي بموعة جزئية قابلة مد - | 


البرهان :. لتأخذ من سیم عنصراً کیفباً س, . فیا أن سہ موعة غير 


rrr 


منتبسة فان بوجد في موم - إس, ) عنصر س, ويوجسد في 
میم (س, سي ) عتصر ثالث سم وهکذا... تحصل بذلك على 
ا مجموعة القابلة للعد (س, > سض٤‏ سپ > ,۰ الجزئية من سم وهو 
الطاوب . 


مثال (۱) : إن عحوءة الأعداد الحقيقية النتمیة إلى ا مال الغلى [ب»<] 
هي موعة غير قابلة للعد. ذلك لان التطبيق تا(س) ت +( < ب )س 
الغامر والتباین يقابل بين ا جال [۱,:۰] وا حال [ ب > <]» 
ففجموعتا الأعداد القبقية الفروضتان متکافئتان .. وحیث أت 
الأرلى غير قابلة للعد فالثانية غير قابلة للمد کذلك . 


تسمي ا جال [ ٠ر١‏ ] الستمی Continu ¢ Continuum‏ 


وسنلاحظ في التارين احلولة أن جمبع الستقیات وأنصاف الستقیات» 
إذا نظرة البپا كمجموعات نقط متكافئة فيا بينها ومكافئة للمستمر . 

ولتطرح الآن السوال التالي : 

لاحظنا فيا سبق أن ا حموعة المنتببة لا تکافی» أي محوعة جزئية 
منها ختلفة عنہا وأن كل جموعة جزئية من موعة ملتية هي ڪذلك 
جموعة منتهية . ورأينا بعد ذلك أن المجموعة القابلة العد تكافىء جزءاً 
منہا ( شانها في ذلك شأن كل موعة غير منتهية ) وأن احموعات الجزئية 
لمجموعة قابلة للمد قد تكون قابلة للعد وقد تکون عنتہة . ثم صادفنا 
بعد ذلك مجوعات ليست منتہیة وليست قابلة للعد ٤‏ كمجموعة الأعداد 
الحقيقية في ا جال الغلق [ ٠6١‏ ] والتي دعوناها الستمر ۔ ويمكننا بسپولة 
أن نرى أن المجموعات الجزئية للستمر ( وللسموعات المكافئة له ) قد 
تکون مكافئة للمستمر وقد تكون قابلة للمد ( کا تختار في ال جال 


A تا‎ a 
التالية سب » سب روہ و سو ود عناصرها ال‎ ] ۱۶۰ [ 


۳۳۹ 


ا حال المد كور وهي بحد ذاتا جموعة قابة المد » أو منتہیة ( كارن 
تأخذ العددن د یر جزئية من الستمر ) . 
۳ ۳ 3 2 


والسؤال المظروح الآن : هل هنالك خطوة آخری بعد هذه الخطوة؟ 
أي : هل توجد جموعات غير مستهية وغير قابة للعد ولا تکافی» الستمر ؟ 
إن الجو اب على هذا الال بالإيحاب . فمحموعة التطبيقات ا حقیقیة المعرفة 
على الال [ ۱,۰ ] والق تأخذ مہا في جموعة الأعداد الحقرقية هي 
جموعة من النوع المذكور . وقبل البرهان نذکتر پانه يكفي کي یکون 
تطبیق مفروض ختلفاً عن تطبيق آخر معر”ف على المنطاق ذاته أرن 
بختلفا في قبمتنہا عند عنصر واحد على الأقل من الاطلق . 
ولبرهان النظرية نفرض أن ادعامنا غير صحبح وأن التطبيقات الشار 
البها مكافئة لمستمر وھذا يعني أنه يوجد تقابل بين المجال [ ٠٠١‏ ] وبين 
جموعة التطبيقات المذكورة ٤‏ فكل قيمة ب من امجسال المد كور تقابل 
تطبيقا واحداً ترمز له ب ل (س) . انکون الا تطبيقا جدید؟ 
حا (س) معر فا على الجال ےسک بت یکوٹ حا(ت)عجان (ن) 
من أجل كل قيمة اب من الجال المذكور ( وهذا مکن لات 
الستقر بتکون من مموعة الأءاداد ا حقیقیة ) . فالتطبيق حا (س) لا 
يطايق أي تطبيق ل (س) لن ای (س) عو جا (س) من أجل س حاب 
على الأقل . وما أن حا (س) أحد التطبيقات المعرفة على ا مال [۱»۰] 
ویاخذ قیمہ في الستقر المذكور فإنه يحب أن بطایق أحد التطبيقات 
على (س) . أي يجب أت یکوت ال (ب) = حا (ت) وهذا غير صحیم 
حسب تعریف حا (ب) وهو الطلوب . 


(rr) ۳۳۰ 


: « Nombre Cardinal . Cardinal number » هه - العدد الاساسي‎ 


عندما أدخل الانسان مفہوم العدد العادي انطلق من شكل ابتدائي 
يمتمد على تحزئة الصحيح إلى عدد ممین من الأجزاء ٤‏ ولکن إذا أردة 
الحصول على تعریف دقبق للعدد المادي علبنا أن نقلم عن هذا الشکل 
ونسلك السبيل الثالي : 

تنظر العدد المادي على آئے+ زوج عن الأعداد الطبيعية ب و ج 


کنب » وفق ما اعتدة وآلفنا » بالشكل س . ولكن حق هذه النظرية 


7 نه ٣بت‏ 
لا تزیل كل دس في هذا الفپوم الجديد فجميع الازوایم المددية 2 » و 
٣ب‏ ۶ 7 ۰ 
سس ... ليست إلا أشطلاً ختلفة للعدد المادي ذاته . 
۳ 0 و 


ولذلك فانه علينا أن ننظر ( أولاً ) إلى كل زوحين عددبين من 


۳ 


لا اب کے ہہ 
5 
ےد مت مہ 


لت 


على أا متكافئان » وأن نمتير ر انبا ) أن 


العدد العادي هو عثل کيفي نختاره من بين الأزواج المددية اانككافئة > 
وأن نتحقق ( لٹا ) عند استخراج قواعد الحساب في الأعد د العادية أن 
قاعدة الحساب لا تتعلق بالمثل الذي اخترناه ( بعبارة آخرنی : منسجمة 
مع التكافق المذكور ) . 


مثل ذلك يتم في حالة المجموعات ااتکافثة . فاذا نظرن ٤‏ على سببل 
الثال » فى المحموعات التکافلة : 


! انسان »قل » کتاب | » 7 frere‏ ۴ مدرتة ٤‏ صف » مقعد ۹ 
( الأرض ؛ القمر » الشاري ) . 


زی میم اممو عات الکافنة لہا٤‏ وإذا اخترنا إحدى هذه المجموعات» 


e 


امجموعة ۱1 )۰۰٤‏ مثا » كمثل سم هذه المجموعات الملكافئة فاننا 
نطلق عادة على هذه المجموعة التي اخترناها اسم المدد الاساسي للمجموعات 
المذكورة أو ( قدرة ) هذه ال جموعات . 


تعريف : العدد الأساسي ٠‏ أو ( القدرة ) م لمجموعة هو شلا 
کفي سم تخثاره من بين میم المجموعات المكافئة هذه ا حموعة . 


وقد نرمز اقدرة ا حموعة سم بالشکل | سم | على أن لا یفرب عن 

البال أنه يمكن أن نبدل با حموعة میم أية جموعة مكافئة ها أي أن : 
ا[سہاے ]١ا‏ لا سہدع 

رمها يكن هذا التعریف جردا إلا أنه يبدو في حالة المجموعات 

المنتهية لا غرابة فيه + ذلك أنه لمر فة عدد عناصر جموعة منتپية نقوم 

يعملية عد" لمناصرھا فتحصل بهذا على المدد ؛ عند علیة العد ۲۱ > 

+ الامر الذي حملنا نعتبر المده ؛ مثلا ال حموعة (۱ ۳۲۲ 


وھکذا فان العدد الآسامي محموعة منثہبة هو عسدد عناصر هذه 
الجموعة ن » ونرمز له كذلك بالرمز ن ذاته . 


أما في حالة المجموعات غير النتهية فإننا لا نعرف إلا عدداً يسيطا 
من أصئاف احموعات المتكافئة » ألا وهي الحموعات القابلة للمد » الق 


(۱) يعرف كانتور العدد الأساسي حموعۂ بانه ذلك اافہوم الذي يدرك بقرة التجريد 
والذي نلحقه #جمر عتمتساهلينطبيعة عثاص رها والترتیب الذي تحت هذه المناصر . فالعدد الأساسي 
هو ما تشترك به الجموعات المتكافئة فيا بینہا . 

ريذهب بعض المؤلفين إلى اعتبار العدد الأساسي ف جموعة موم هو جماعباة ميم 
الجمرعات الكافثة لمجمرعة سم . 


كن اعتبارها مث با جحموعة ( 741١‏ 4 »...| > وال جموعات الکافثة 
للستمر وا حموعات المكافثة مجموعة التطبيقات الممرتفة في ا جال ]16١[‏ . 
فاذا رمزا للأعداد الأساسية طذه الأصناف ب (, » ر ٤ا‏ على الترتيب 
قاننا لا نكون بذلك قد عرفنا » حق الآن» سوی الأعداد الأساسية : 


۲ و3900 م عر‎ ٠ 


: مقارنة الاعداد الاساسية‎ - ۸٩ 


تعريف : إذا كنت الدينا جمرعتان میم رع وإذا كانت سیم 
مكافئة لمجموعة جزئنة من .ع ولكن ,ع لا تكافىء أية جموعة جزئية 
من سیم فاننا نقول إن سیم ذات قدرة أقل ( أو ذات عدد أساسي 


أضفر ) من الجموعة .ع ونختب ذلك بالشکل : 


| سم[ ۱5۱ا 


رلي یکون لهذا التعريف معٹی علینا أن نبرهن أن العلاقة الأخير 
صحبحة عندما نستبدل بتكل من مریم و ع جمرعة مكافئة ها . لنفرث 
من أجل ذلك أرن سم بم سم" وع نم ع' ولنفرض سم به رع 
حيث بج جموعة جزئية من .ع ولكن .ع لا تكافىء أية جموعة جزئ 
من میم . فا أن رع بع ع" فانه يوجد تقابل بين اج ر ع" ونم 
في هذا التقابل أن .ع, تقابل جموعة جزئية بع من ع' أي آرر 
شی تی بع سوم بم سم" وبالتالي سہادع' أي أرن اس 
تكافىء جموعة جزئية من ,ع" . بقي أن نبرهن أن .ع" لا تكافىء أ 
جموعة جزئبیة من سیم" . لتفرض مؤوتا أن ع تكافىء جمرعة حز 
من سیم" فعندثذ نجد وفق الطريقة السابقة أن ,ع تکافیء موع 


جزئیة من سم وهذا ما بناقض ما فرضناه وهو المطلوب ۔ 


۳۳۸ 


من الواضح أن التعریف السابق يعطي في حسالة الأعصداد الأساسية 
المحدودة الفپوم العروف « عدد صقر من عدد آخرء ۔ 

برهن آن کل عددین آساسین م و م قابلان للمقارنة مع بعضها 
أي أنه إما أن يكون م حم أو متم أو ام کے مب . بعبارة 
أخرى : إن أية جموعة كفية من الأعداد الأساسية قابلة للترتيب: حسب 
کارا 

ملاحظة : أشرة قبل قلیسل الى أن التمريف الأخير لا يعطي شيا 
جديداً إذا ما طرق على الأعداد الأساسة الحدودة . أما إذا انتقلنا إلى 
الأعداد الأساسية للمجموعات غير النتہیة » هذه الأعداد التي نسميها عادة 
الأعداد غير المحدودة ( أو ما وراء النبائية . Transfinite‏ 
cardinal numbers‏ ) فائنا تجد الحقائق التالية : 

(۱) إذا كان م عدداً أساسياً غير محدود وم عدداً أساسياً حدوداً 
فمندثذ ایکون م حدم لأنه اذا كانت سیم جموعة مثلة لام (وهي 
جموعة غير منتبية ) و ع جموعة ممثلة ل ه, (وهي جموعة منتهبة ) 
غفعندثذ یوجد فی سم جموعة جزئية مكافئة داع ولا يوجد في ع 
جموعة حزئة مكافئة لسرم . 

(؟) مہا کان العد الأساسي غير الحدود م فان م کے (م, > أي 
أن المدد ۵, أصغر الأعداد الأساسية غير ال حدودۃ . 

يكقي لبرهان ذلك أن نلاحظ أن كل جموعة غير عنتہیة تموي موعة 
قابلة للمد حسما رأينا مابقا . 

(©) با أن شآ[ حار و م عد ر. فانه یکون | << ر 

(4) إت © جا 

ولبرهان ذلك نلاحظ أنه اذا رمزٹ ب ر لمستمر وبع لمجموعة 


۳۳۹ 


التطميقات ا لحقبقیة المرفة في ال مال } ٠“‏ 1 فان ر تكافىء جموعة 
جزئية من ع وذلك لأن محموعة التطبيقات الثابتة والتي يساوي كل منہا 
عدداً معيناً ئ من ا جال [ ٠٠١‏ ] هی اوعة جزئية من ع ومكافئة ل ر. 
ثم إن ع لا تكافىء جموعة جزئبة من د کا رأينا سابقا وهو الطلوب. 


ملاحظة : لي نتعرف حق الآن إلا على ثلائة أعسداد أماسية غير 
محدردة . ترى هل توحد أعداد آخری من هذا النوع ؟ نمم قبتالك عدد 
غير منته من الأعداد الأساسية غير الحدودة ٤‏ وهذا ينتج من الحقبقة 
التالبة وهي أنه برجد من أجل كل عدد أساسي عدد أساسي آکبر 
منه . وتفصیل ذلك تجدہ في النظرية التالية : ١ ١‏ 


نظرية : إن المدد الأساسي لجموعة أجزاء جموعة أكبر من العدد 
الأساسي للمجموعة نفسها . 


البرهان : إن برهان هذه النظرية يبدو واضحاً في حالة المجموعات 
النتہية . ففجموعة أجزاء المجموعة ال حالیة م هي [ه | ؛ وهي جموعة 
مكونة من عنصر واحد » وبوافق الحموعة الخالية العدد الاساسي (۰) 
فق حين بوافق المجموعة المككوئة من عنصر واد العدد الاساسي ١‏ . 
وتموعة أجزاء المجموعة 5 الکونة من عنصر واحد هي ۾ إب) »م { 
ويوافقها العدد الاساسي ۲ ونعلم أن « > ١‏ . وبشکل عام رأينا في 
التمریں الحلول رقم 66 أن عدد أجزاء جمرعة تحوي 57 عنصراً هو و3 
ومن السپل أن نيرهن "أن ان خا . 

آما في حالة الحموعات غير النتپة فاننا سنسوق البرهان التالي الذي 
بشمل کذاك الحالة السابقة » _..الة المجموعات المنتبية © لترمز 


بي سوم = میم (س) المجموعة عناصرها س ولئرمز باوم(إ(س)) 
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للمجموعة التي تنتج عن سرم (س) TT‏ 
فتکون هذه الحموعة مکافثة ل هوم . ولترمز ب بع (عوم) لحموعة 
أجزاء سم . من الواضح أن س ) د سم ولذلك فان : 
سم ((م )) د ی (سح) 

وبالتالي فان سم مكافئة لجموعة جزئية من ,6 (سرم) . يكفي 
أن تبرهن أن رق (سح) لا تکافیء أية جموعة جزئية من ميم . 

لیکن ,6 دخ (سح) 6 هرم د سم 

فاذا برهنا أن : 

ا × میم ےب دیا (صم) _ (*) 

فعندئذ لا یکن ل ,ع (مرم) أن تكافىء أية جموعة جزئیة من سم 
لأته طالما يصح الاقتضاء (٭) من أجل أية جموعة محتواۃ في نفسها بالعنی 
الواسع فهو يصح من أجل يم نفسها وبالتالي ينتج : 

بع به مسرم د مسرم کہ بادا(سہ) 

وهذا غير ممكن » فالمجموعة لا یکن أن تكون محتواة ماما في نفسها ). 

وهكذا نجد أن المسألة تژول إلى برهان الاقتضاء (ج) . 

ما أن سیم بع رع فانه #وجد تقابل بينسسم. و ,6 . لارمز لہذا 
التقابل بالرمز حا 

تنج چ 2 

وحيث أن کل عنصر = من , هو جزء من سم فاما أن ينتمي 
س المقابل ےا المنصر (وفق حا ) إلى < نفسه أو أن لا ينتمي . 

لتكن ح' الجموعة المكونة من كل عنصر س د میم. ولا ينتمي 
إلى 'المجموعة ح المقابلة لد وفق حا . 

ان هذه الجموعة ح' » والتي هي جموعة جزئية ( قد تكون خالية) 


۳۹۱ 


من موم ليست عنصراً من م6 نے لو كانت جا عصرا من ہت 
خطدثذ يازم أن يقابل <' عنصر س من مهم. وفق حا. وهنا نکون 
أمام أحد احتالین . اما أن کون س' د <" وهذا غير عکن (حسب 
تعريف <') أو أن يكون س' ف <" وهذا غير مكن كذلك » لأن 
العنصر س' باعتبارہ لا ينتمي إلى العنصر المقابل له وفق حا > فانه يازم 
أن ينتمي ل <ا وفي هذا تناقض . وهکذا نرى أن ح' ف بق. وبالتالي 
ع داج رسرم) وهو الطاوب . 
نظرية بيرن شتان داه :ممع في التکافؤ ( مقارنة القدرات ) : 
إذا كان لدینا بموعتان سم و اع فانه لا رد منطقيا عند درامة 
التقابل بين هاتين الجموعتین » سوى الحالات الأربع التالية : 
(۱) پوجد تقابل بين سم و ,ع وعندئذ يكون سم م ع . 
(؟) يوجد تقابل بين إحدى مجموعتین ( مثل سیم ) وجموعة جزئية 
من الثانية وغتلفة عنها > دون أن يكون المکس مکنا أي لا 
يوجد تقابل بين .ع وأية جموعة جزئية من سم ختلفة عنہا . 
(۴) بوجد تقابل بین كل من المجموعتين وجموعة جزئية من الثانية 
مختلفة عنہا ۔ 
(؛) لا يوجد أي تقابل بين أي من المجموعتين وجموعة جزئية من 
الثانية مختلفة عنما . 
من الواضح أن الحالتين الثالثة والرابعة غير مكنتين في حالة الجموعات 
النتهبة فإما أن تصح الحالة الأولى ( عندما يكون للجموعتین عدد 
واحد من العناصر ) أو أن تصح الالة الثانية . 
ويبرهن ( بالاعتاد على مبدأ من مبادی» نظرية الجموعات يسمى ميدأ 


EEF 


الاختيار ) أن الحالة الرابعة كذلك غير مکنة في حالة ال جموعات غير 
اللتہة . 

أما بالنسبة للحالة الثالثة فقد تصح في حالة الجموعات غير المنتهية » 
غير أنه في كل مرة تصح فیہا هذه الحالة تصح الحالة الأولى كذلك کا 
يبدو من النظرية الآ تبة : 


نظرية التکافؤ : إذا كانت كل من موعتین مکافثة اجموعة جزئية 
من الثائية فعندئذ تکون هاتان المجموعتان متکافئتن . 


لبرهان هذه النظرية انظر التمرين ا حلول (۳۰۱) 7 
۰ - جع عددين أساسيين : 


إذا سثل طفل عن جموع ثلاث كرات مع نخس کرات فانه پوستد 
بين المجموعتين في جموعة واحدة ثم يمد عناصر الحموعة الجديدة . 
إن ما قام به الطفل لا عکن اعتاده يحذافيره عندما تكون المجموعتان 
مجردتين ٤‏ فكل من المجموعتين [ 8241 2 م| و ۰۲»۱۱) يحوي ثلاثة 
عناصر غير أن جموعة الاجتاع (1۳۰۲۲۱) تحوي أربعة عناصر 
فقط » فپذه الطريقه لا تصلح إذن لمع ۴و ۳. غير أثنا إذا حر صنا على أن 
تکون المجموعات المثلة منفصلة فمندئذ عکن اعتاد ما قام به الطفل قاما۔ 

وعلى هذا إذا أردنا أن تجمم عددین أساسيين م و مس تار جموعتين 
عثلتین منفصلتين ج وج ثم نوجد اجغاع هاتين المجموعتين مج ج لا ج 
ويكون : 


0 


ما مد | مج | 


ولكي یکون لبذا التعريف ممنی علینا أن نتحقق من ان المدد 
الأساسي امچ | لا يتأتر إذا استبدلنا بالجموعتن ج و ج جموعتين 


۳۹۳ 


مکافتتن لب على الترتيب ج' و ج,' على أن تكون هان المجموعتان 
منفصلتين کذلك . 
وبالحقيقة لا كان ج نه ج وج هه فانه یکون حسب اللاحظة 
(۱) من الققرة (44) . 
چ لاچ, اج لاي" وهو الطلوب . 
یکن أن نبرهن بسپولة ( انظر التارین المحلولة ) : 


(ف) م + تد P= P+‏ 


(حيث ن عدد أساسي دود ) . 


(ه) ر منحر را+7م سر سر +ر رسکی 


( حیث ن عدد أساسي محدود) ۔ 
(و) إذا كان م عدداً غير محاود فشدئل يكون : ف + ل عم 
ملاحظة : یکن تعريف علبة المع لأكش من عددين أساسيين وقق 
ما يفي : إذا كانت هم > ... م أعداداً أساسية واج © ...> جو 
جموعات منفصلة مثلة لہا فان : 
مہ ا هې جر + مل = ای باج ... ړا 
وييرهن أن : 
رم چم )هې ک هې سے +ھے 


نکی 


۱ - ضرب عددین أساسيين : 
لیکن ما و مې عددين أساسبین و ج و ج, موعتین ( منفصلتين أو 
غير منفصلتين ) مثاتین غذین العددين . نسمي العدد الأساسي للجداء الديكارقي 
لمجموعتين ج وج حاصل ضرب م و م أي : 
مس = اج * ,| 
وإذاکانت جو ۳3 جموعتين حیٹ جج دج ج فعندئذ 
يكو¿ (کا عکن القاریء أن ببرھن ذلك بسپولة ) : 
دود 6 ۲ 5 
وحاصل الضرب بالنالی مستقل عن ا جحموعتین المثلتين للعددين ما وه , . 
هذا ويمكن أن نذكر تعریف ضرب عددين أساسين بالشكل التالي: 
لنفرض أن' العددين الأساسین م >> ۰ ۰ 2ے ۰ عثلان بجموعتین 
میم و ع (لا يشترط في هاتين ال حموعدین أرن تکوا مافصلتسین ) 
ولنكون الجموعة مس" من جيم الأزواج المرتيسة (س۰ع) حيث 
س د میم و ع دع فعندئذ یکون م . 2 = ای" | . أما إذا كان 
أحد العددين م أو 2 يساوي الصفر فإن ما. 2 2. 


يبرهن بسپولة ( انظر التارين الحاو ) : 


)0 هذ عع هيح مل که 
(ب) ڑم امن ) × می سا مايا زم ام ) 
(ج) (ه+ م )مې سے مم + می مے 


(ه) نجام عدم ( نعده أسامي عدود عد ۰ ) 
f=. Px. (o‏ 
(ز) نار در (نعده أماسي دودو ۰ ) 
(ح) دار سر 


ملاحظة : یکن تعریف عملية الضرب لأكثر من عددين أساسين 
وفق ما بلي : إذا کانت “...© مق أعداداً آساس‌تو ج٤‏ کو 


جموعات مثلة لبا على التزتيب فان : 


ہے وو د اج .۰ ۲ بر | 


f4 


تمار كيال 


۲۸۹ - برهن أنه مہا كانت ال جموعات سیم و ع و صرم فان : 
١‏ ماع تمع ام 
ہے (حہ×ع )ۃ×دصہدسیہ×ع × صم 
ا حل : 
١‏ - إذا استطعنا أن نجد تطبيقا غامراً ومتباينا مع رفا على مرحم × یع 
ويأخذ قينه في .ع × س حصل علی الطاوب ۔ 
إن التطبيق : 
6 (س»ع) ه(ع“س) س دودسم و ع دیع 
المرّف على سم »رع والذي باخذ قیمه في ع × سیم غامر ومتباین 
وھو الطلوب . 
۲ - إن التطبيق : 
ا:(سہ×ع )×دصہےلسہ × ع × صم 
((س ۲ع)»ص )سما(س ۲ع ۲ص ) 
زس د سم ع دع “ص دصہ) 
غامر ومتباین وهر الطاوب . 
۰ - برهن : [ ۱۰ ]جح ]۱۰[ 2[ ۰[ 2 ]۱۰] 
المل : 1 
5- اٹ [ ۱۰ ]ع ١]‏ [ لان التطبيق : 


فذا 


عن نا س عو ۰ وح حیث ن وط 


اعرف على [ ۱۰ ] والذي یاغذ قبمه في ]۱۰[ غامر ومتباین. 
راستناداً إلى هذا التابم یکون : 


١ ١ ۱‏ ۱ 
جود 4 ړس ي اهن 
۳ ۳ ۳ 0 
۱ 
س هاس عندما س جج ©» 
*%— ا ان الا 
٦‏ التطبيق 
1 4 1 
تا (س) سح , ن و ط 
۱ 


المرف على [ ۱۶۰ ] ریاخذ قيمه في [ [٠٠١‏ غامر ومتباین . 


پا [ ۱۱۰ ]۰ [ 
إن التطبیق ا (س) = ١‏ - س العرف على [ ٠٠١‏ [ والذي يأخذ قيمه 
في ] ٠٠١‏ ] غامر وعتبابن وهو المطلوب . 


FEA 


۲ - برهن أن أي مجال محدود مغلق (ل) من ال حور القيقي » على 
أن ننظر اليه كمجموعة نقط يكافىء الستمر . 
المل : 
يكفي من أجل ذلك أن نرسم ا مال المفروض ونرسم القطعة [ ۱۶۰ ] 
من ا ور الحقيقي کا في الشکل (۲۰۸) A‏ 
ونقابل كل اقطة من الستمر بالنقطة التي نسم ۱ 
تقع مما على استقامة واحدة مسارة ۱ / 
بالنقطة م ( نقطة نقاطع المستقيمين اللذين ١‏ ۱ / 
يصلان طرفي ا جال بطرفي الستمر ) . .سا 
ال 
نستدنج ما ذکر ومن خاصة التمدي الشکل (۲۰۸) 
أن أي جامن عحدودين متكافئان . 


۳ - برهن أن نصف الستقم يكافىء [ ۱۰[ . 


الل : 
إن الشکل (۲۰۹) يوضح كيف یکن الحصول على تقابل بين م ح-ز١‏ 16[ 


الشکل (و.؟) 


ونصف الستقم ( بلاحظ أن ب < / نصف الستقم وأن ب لا تقع في 
الجهة التي بقع فیہا صف المستقم بالنسبة للقطعة م < وأنه بامتثناء ذلك لا 
تخضم ب لاي شرط) . 


۲ - برهن أن المستقم یکافیء )٥٠١(‏ . 


الل : 
لے الشکل (۲۱۰) يوضح 
الطاوب . 
اشکل (۲۱۰) 
4۳ - برهن أن موعة الأعداد الأولية قابل للمد . 
المل : 


لتبرهن أولاً أن هذه الجموعة غير منتهبة . للفرض موقت آنپا منتهية 
ولنفرض أن ل أكير عدد أولي » عندئذ یکون موعة الأعداد الأولية 
( مرتبة حسب کبرھا) هي : 

وو تہ رر یوما )0( 
لنشکل المدد : 
ہے (ع جاخ عام «<ا لاك ... ×ل) ١+‏ 

فإما أن يكون هذا المدد أولياً ( وهذا بناقض فرضنا أن ل أكبر 
لاعداه الأولية ) أو أن يكون غير أوني وعندثڈ يقبل القسمة على عدد 
أولي واحد عنى الأقل مثل ل . ولکن لا يمحن ل ل, أن يكون من 
الأعداد الأولية ۰۲ ۵ ۷۹ ۰ عل ان ك لا يقبل القسمة على أي 
منہا ( باقي القسمة يساوي الواحد ) . وھذا بدلنا على أن ل, لا ينتمي 
للجموعۃ )١(‏ وهذا بناقض ما افترضناه كذلك من أن الجموعة (۱) 
تحوي جيم الأعدداد الأولية » فالحموعة غير مللبية . 

وما أنه یکن وضع الأعداد الأولية في متوالیة ( بترتیب الأعداد 
الأرلية وفق كبرها ) فانہا تشكل جموعة قابلة للمد. أو بشكل آخر » 
ما كانت مموعة الأعداد الأولة هي جموعة جز +2 من جموعة الأعداد 


To. 


ئطسسة القابلة اعد فانها ۶ حسب نظرية سابقة “ قأباة 


وحنث أنها لنست ملتہة فہی قابلة المد حتماً وهو المطلوب . 


ع © - برهن أن مموعة الأعداد العادية الموجية 
اضل : 

لنشكل جدولاً على النحو التالي : 'نضع في السطر الأول جيم الأعداد 
البادية الى خرجها ١‏ ( الأعداد الطبيعية ) مرتبة .سسب كبرها »ثم نکتب 
في سطر ان جميع الأعداد العادية التي مخرجہا ۲ ماتبة حسب كيرها 
کذاك وهكذا ... فتحد: 


وہ دی ا ما 
1١‏ 4 رگ 5 اث 4 رش ۰۰-4 
5 ۴ 3 


< 3 
٠ ۰‏ سس 4 س و وه 
۳ ۳ 2 5 


او و 05 7 
ہہ ہپ لٹا وف اھ 
ی 
الشکل (۳۱۱) 


رئب بعد ذلك الاعداد المادية ( رفق الط الرسوم ) في متوالية 
على أن نتجاوز کل عدد سبق أن مر" مکافیە له فنجد : 


قفي هذه التوالبة پر کل عدد عادي مرحب مرة واحدة فقط وهو 
المطلوب . 


لے زعم 


۵ - هل ال جموعة : 
ید( (س »ع ص): (س۲ + ع" = ص') ۸ (س ٤ع ٤‏ ص دط*)) 

المروفة بمسموعة ثلائيات فیثاغورث ء قابلة ثلعد ؟ 
الل : ١‏ 

من الواضح أنه يازم ويكفي لتکون الثلائية الرتبة (س “ع *ص ) 
ثلائية فيثاغورث أن بوجد مثلت قائم الزاوية أطوال أضلاعه س و ع و ص 
على الترتيب . ومن ثلائیات فیثاغورث الشهيرة نمم » على سبیل الثال > 
الثلاثبات ( 1)۳ ›0) 6 ( ۱°۸7( ¢ ( ۳410( . 

وإذا كانت (س»ع»ص ) ثلاثية فيثاغورث فان ( دس » 5ع » دص)» 
حيث ٤‏ عدد صحیح موجب » ثلاثية فیثاغورث أيضا . وبالمکس إذا 
كانت (س »ع »ص) ثلائبة فیثاغورث وكان و عاملا مشتر کا بين س و ع 
فانه يحب أن يكون د عاملا لص . وإذا کتینا س د دوس » ع دع “ 
ص = و ص, فمندثذ يكون : 

ركس" + (وع)۲ ع (دصی )۲ 

ومنه نجد أن (س »ع » ص ) ثلائية فیثاغورت أيضا . نسمي 
كل ثلاثیة فیثاغورث ( ( »ب ۰< ) ثلائية فیثاغورث الأولية عندما لا 
بوجد عامل مشترك بين ۲ وب وح . ومن الواضح عتدئذ أن كل ثلاثية 
فيثاغورث تكتب بالشکل( ه | “داس » کح )حيث( ,اسر ٤‏ جر ) 
أولية و و عدد صحیح موجب . 

سنبرھن ولا أن ثلائشات فيثاغورث الأولية قابلة آلعد . 

لتکن (س »ع »ص ) ثلاثية أولیة . من الواضح أنه لا يكن أن 
بوجد عامل مشترك بين أي ائنين من الاعداد الطبيعية س وع وص 


وإلا لكان هذا العامل » باعتبار س" + ع" = ص" » عاملا مشترکا 


For 


بین الأعداد الثلاثة . من هذا ينتج أنه لا کن ل س وع أن يكوا 
زوجيين معا . 

كذلك لا یکن دس وع أن يككوة فرديين مما لأنه لو كان فردین 
معا لاستطعنا أن نكتب : 

س ۲ 2 +۱ عع وھد ( 2 »ه وط ) 

ویکوٹ : 
ص = (۲ 2 +۲۱ + )+( دم AY 2Y)‏ + بد ردب میں 

ومنه يتبين أن ص" قابل لقسمة على ۲ وبالتالي یکون ص زوجيا » 
أي أن ص" قابل للقسمة على ؛ . وبالتالي يكون القدار : 

۲ + ۲۵۲ + 2۲ + رب زوجيا وهذا غير مکن . 

لنبرھن بعد ذلك أنه إذا كانت رس *ع > ص ) ثلاثية أولية » واذا 
کان ع زوجيا فان : 

سس 2ك" ل" ع الكل ص سے ۲۵ بل" 

حیث ك ول عددان صحیحان موجبان محققان الشروط التالية : 

)١(‏ ك ول أوليان فیا بينها . (۲) ك > ل 

(+) أحد العددين ك ول فردي والآخر زوجي . 

وبالمسكس إذا کان ك ول عددين صحيحين موجيين عحققین للشروط 
الثلائة قار (س»ع» ص ) ثلاثية .أولية . 

لبرهان القسم الأول نلاحظ أن كلا من س وص فردي ( لن ع 
زوجي ) وبالتالی یکوت كل من ص + س و ص س زوجيا » أي انه 
يوجد عددان ب اوح محيث يكون :. 


ص + س = ۲ بت ص - س = ۲ اج 
إن العددين ب و < آولیان فا بينه) لأنه إذا وحددعامل مشترك بيني 


ror 


٤‏ الأمر الذي يتنافى مع وت 


هش 1 2 
فعندئذ یکون ص رس عامل م 


و سب ا ۲ 
س و ص أولمين . وحیث أن ع = ص س اس 


۴ ات ٤ات‏ سے 


مم 


ولا كان ع زوحياً فإنه يوجد عدد ز محيث بکون ع س۶ز ومنە: 


٤ 


ہے تب سے 

وبا أن اب رح أوليان فإنه يلزم أن بکون كل منہا مریم كامل » 
أي أنه يوجد عددان صحبحان موجبات ك ول أولیان فيا بینہا بحيث 
کون 

ناح ٦2‏ = کل 

د : 

س كال 6 عع هل 6 صحعك”'+ل" (م) 

من الواضح أن ك سے ل لان سے . کا أن أحد العددن ك ول 
فردي والآخر زوجي » لأنه نو کانا زوجدين لما كانا أولبین کیا أنه لو كان 


فرديين لكان كل من س و ص زوحياً وهذا يتنافى مم الفرض . 


تبرهان القسم الثاني نفرض ك ول عددن صحيحين موجبين يحققان 
الشروط الثلاثة المذكورة . فما أن : 
)۲ 


رانک وق سن "د ول سا 


فان س" لداع" = ص" أي أن رس ٤ع‏ ء ص ) ثلاثية فيثاغورث 
وهذه الثلاثية أولة لان س و ص فرديان ( اعتاداً على الشرط الثالث ) 
کیا أنه لا بوجد عامل مشترك 


مكترك بي لك ول الأغر الذي 


با » لان ذلك ستدعي وجود عامل 


پت 


وھکذا نحد أن هنالك تقابلا بين جمرعة ثلاشات فثاغورث الاونسة 


التي يككرت فا ع روج زك ١ل‏ ) من الشروط 


الثلائة الذ کورة . انلاحظ بعد ذلك أن عمرعة الأزراج (لشاءل) ؛ 


من أجل ذلك أن 
اي مرکینپا الأول ۴ ٠‏ ثم تلك الي مر كتا 
الثائية م » وهکذا ... وارتب الأزراج في كل مرة رفق كبر الرتسة 
الثانبة على أن نتجاوز تلك الأزواج التي لا تحقق مرکبتاہسا الشروط 


الثلاثة فنحد : 


من الشروط الثلاثة للسابقة » كايلا مد . ر 


1 
0 
نضم الازواج المرتبة 


۳ 6 )44( ری € (re)‏ 6 
6 )0%( 6 ( ۲۳۷ ).هر 
نقابل كل زوج مرتب ( ك ٤‏ ل ) من هذه ا جموعة بثلائینین أوليتين» في 
الأرل نحصل عليها بالتعویض في (*) والثانيية تنتج من الأرلى بتبدیل 
موضعي س رع . 
وبا أن جموعة الازواج ( ك » ل ) قابلة للمد فا (س ٠‏ ع٠‏ ص ) 
ااقابلة قابلة للمد كذلك » ويتم ذلك وفق ا جمدول التالي : 


۱۳۷۱۱۲۱۳۵۱۱ | ۴ 


+۸۳۴ 1 ۱٦۷ 
۵۳۱۲۸۱۵۱ ۲ ۱ ۱۱ ۳ 
۰۰ ۰ ۰۰۳ء۲‎ 


وھکذا تكون جموعة ثلاثيات فيثاغورث الأولية موضوعة على شکل 
متوالیة هي : 

شاد رع وه 4 

شه ( ۵ ۱۳۱۲۰ 6 
د (WAI)‏ م 
۲٩ ۷ (‏ ۲۵ ! * , 


)۱۳۰ ۰ ۴ 


۱۷ ۱۵ ۸ 


Fea 


لننتقل بعد ذلك إلى ثلاشات فيثاغورث بشکلہا العام . لقد أثيرة فیا 
سبق اننا نستطيع الحصول على چبم ثلاثبات فيثاغورث انطلاقا من 
الثلائيات الأولية . فاذا وضعنا في السطر الأول من جدول» الثلاثية الاولية 
ث, والثلاثیات التي تنتج عنہا بضرب كل مركبة من مركباتها بالاعداد 
(۰۱ ۰۳۰۲ ... ) على التوالي ثم وضعنا في السطر الثاني الثلائية الأولية 
ث, والثلاثیات الني تنتج عاہا بضرب كل مركبة من مر کباتها بالأعداد 
(د ۳ ء...) على التوالي رھکذا ... وإذا رمزنا للثلائية التي 
تنتج عن الثلاثیة شي بضرچا ب ه بالرمز ھ تو فاننا تخصل على 
الجدول التالي : 


3 


وکا في التمرين رقم (۹م) نلاحظ أن هذه احموعة قابلة للعد ٤‏ 
وأنه کن وضمہا في متوالية من الشکل : 


تب ٤‏ ٣ش‏ “شر شيپ » ٣ث ٤‏ شم ٩‏ اش ٣ث“‏ ۲شم ٩‏ شې؟.. 


رهو الطلوب . 


۲ - نعرف المدد الجيري القيقي بأنه جذر حقيقي لمادلة جبریة 
من الشکل : 


۱-2 


2 
ماي س + سو س ٣‏ مت( 


حبث ہي “نا ٤س‏ ٤ب‏ أعداد صحیحة 


وک ۲ ۱ 


حث 3 عدد کفی ص حب وت 
و هب مقي صحیح موجب وتو 


roa" 


برهن أن جموعة یم الأعداد الجيرية الحقیقیة قابلة للمد . 
ا حل : ١‏ 


لنفرض سو > ٠‏ ( فان لم يكن الأمر کذلك غيرة اشارة طرق 
المعادلة ) ولنکوٴن العدد الصحيح الوجب : 


ل ت 2+ سو + اسو اجان جات )۴) 


نسمي هذا العدد الذي لا يقل عن اثنين رتبة المادھ الجبرية . 
من الواضح أنه يقابل كل معادلة جبدیة رقبة » وانه يقابل كل رت 
عدد ملته من المسادلات الجبرية وت 3< ل ٢)‏ کا ار كذ م 
اسر ادل رك = 2٩۰۰:۰۲۱۰‏ ) وبهذا نتمكن من کتابة 
الاعداد الجيرية على شکل متوالية وفق ما بلي : 
(۱) ذكتب الاعداد الجبرية الني هي جذور المعادلات ذات الرتبة ۔ 
ولکن من أجل لدم لا ند سوی 2ے ١۲سب‏ ۱ ۳ 
اننا لا جد سوى المعادلة سے وهذه لاتعطي سوى الجذر (صفر)۔ 
(۲) نکتب الاعداد الجيرية التي هي جذور المادلات التي رتبتها ۳ . 
بالتعويض في (٭) ند الاستالات النالية : 


| تب = ہ6‎ ۲۱١2 
حا ےس‎ 2 


والممادلات الجيرية المقابلة هي : 
۴س<. 6 س اجه سر کے 
وهذه تعطي الجذور الجديدة التالية ( مرقبة حسب کبرها ) : ل » و 
(4) عندما یکون ل > ؛ حصل على العادلات الجارية : 
س تچ ۰۲ 6 ۲ س ۰2۱ 6 ۳س سے سب و . ) 


ينان 


فاذا تابمنا العمل عل هذا الشکل صل على جيم الاعداد الیرةے 
الحقيقمة مرتبة وفق اما 3 
قابلة للعد . 


۷ - ان موعة نقط الستوي التي احداشا كل منہا عددان صحيحات 


قابلة للعد . 
ا 
الل : ار 
رقت .نظ وفق الشکل تو 4 
فتحصل على : 1 7 


6۱۰۰ 6۱۰ )6 : 
)<( 6 رہ)6 ا 5 
( مت ۱ )مه 


1 
3 ٠ 8 ٠ e 


الأمر الذي يؤكد المطلوب . الشکل (۲۱۰) 


۲۹۸ - رهن ان اجتاع عناصر جماعة قابلة لامد ( على الأكثر ) من 
المجموعات القابلة لامد ز على الأكثر ) والمافصلة مثنى مثنى هي 
قابلة العد ( على الاكثر ) . 


س a ٤‏ ۱ 5 
جماعة قايلة لامد ( على الاكثر ) من موعات قابلة للعد على الاکثر . 


Fon 


یکن كتابة هذء اصموعات بالشکل : 


1 
557 5 0 ¢ 
ہی << صا وپ > سب > بن > ږو ۴ ا 
5 7 
کے 0 3 3 0 
سو عد | سي > سے چې ا 5 کو کل 
کر ۸ ¢ ٤‏ 
نم از ںی لان ge ° °° € e‏ ۰ 
سم ۹ 


و < (ڑسی؛ وم ؟ سو ک٤‏ سو )...٤‏ 


ويمكن كتابة اجاع هذه احموعات على شکل جموعة قابسلة المد 
55 


۹1 7 0 0 2 0 0 ۰ 
رصن بايا > یں" وو یں کی اتوي ا حي اموب 


ءوفق ما 


( وقد رتبنا هذه المناصر مبتدئين أولاً بالعنصر الوجود في الزارية 
الملا الیمنی وهو سې م کٹا بعد ذلك المنصرين 2 2 ثم 


ا 
العتاصر الواقمة على الستقمات الموازية لامستقيم الذي بقح عليه العنصر ان 
سر ٤‏ سې » مبتدئين بأفرہا منه وهکذا ... وعلى کل م 
من الأعلى پسارا إلى الأسفل ما ) . 


٩‏ ۲ - برهن أرب وعة الأعداد الطقيقية غير الجبرية ( المقسامية 
Transcendent‏ ) ليست قايلة للمد ۔ 


۲ 


لو كانت هذه ال حموعة قابلة العد فمندئذ یکون احهاع جموعة الأعداد 
الجيدية وغير الخبرية قابلا للعد ( انظر التمرین السابق ) وهذا بنافض ما 


للة للمد وهو الطلوب . 


نعفه في ان عموعة الاعداد اطقشة غير 


۳۰۹ 


۰ برهن أنه إذا كان بقع ]۱۰ ] فان قدرة بت »ارج هي 
۰ قدرة المستمر ( بعيارة أخرى : برهن أ قدرة نقاط الریع 
٠‏ رس ٠. > ١‏ جرع< ١‏ هي قدرة الستمر ) 
الحل : 
من المعلوم أن كل عده يتتمي لمجال ] »ره ] یکن کتابته على 
شكل کسر عشري غير منته ( بشکل وحيد ) . فاذا کان س وع » على 
سبيل المثال » ممطیین بالتمثيل المشري : 
من ص ۸۹۹۰۰ ۷ وه 
ع2 تر ہر رو ۰۰۱و 
فاننا تکوان في كل عدد جموعات من الارقام بحیث تنتبي کل جموعة 
عند أرل رقم مفابر للصفر وعندثذ نقابل هذا الزوج من الاعداد يمدي 
ص على النحو التالي : نضع ا جموعة الرقمية الاولى من س ثم المجموعة 
الرقمية الاولى من ع فالمجموءة الرقمية الثانية من س فالمجموعة الرقمية 
الثانية من ع وهکذا... فسکون في مثالنا ٠:‏ 
ص = 10:۰۰ |( +° مم یدرو ل ۰۰۱ ۳وه 


فكل زوج (سءع ) يقابل عدداً وحيداً ص جا : با أن 
كل جموعة رقمية من س أو ع هي جموعة رقمية في ص فان کل ص 
تقابل تام زوجا معيناً ( س٤ع‏ ) هو بافطبع ذلك الزوج الذي تكونت 
منه » نالمدد : 
ص = ۰ ۱۱+ 
يقابل : 
س = ۰ ۱ و 
ع ك ل 
وبا أن هذا التقابل واحد لواحد فان ,تج × رج نت ج وهو الطاوب ۔ 


ناس 


۱ ۳۰- اذا کافأت كل مموعة من جموعتين جموعة جزئية من الثانية 
فا هاتين المجموعتين متكافئتان ( نظریة کانتور - 
اغسل : 
لتکن مہ و ع موعتين ولیکن : 
ع ہس دسہ ) سہدغع دع 


والطلوب أن نيرهن آن سیم یم ع . 


عا أن رع بع سم فان ع, تكافىء جموعة سم جزئية من موم + 
ومنه تجد : سے یہ سم وبالاالي یوجد تطبيق تا : سہ سے سح 
غامر ومتباین . ود » وفق هذا التطبیق ٤‏ أن : 

سے + سم (سے د سم ) 
يب سم ( سے د سم ) 
سے یه سر ( سیم د موی ) 


ولا كان تا غامراً ومتمایناً فان : 


والحموعتان : 


(سزم سم ) ن (سسے ل سے ۱۹ 


(سے۔ے سے) ں (زسے - سے ) را ریم - سرہ)ں 


(9 


1 


إن ما بين القرسين الكبيرتين الارلتن في الطرف الاین في كل من 


المساواتين الاخيرتين العبارة ذاتها » أما ما بين القوسین الباقیتن فاجد 
بسبب (س بموعتین متكاقئتين وبالتالي ایم یہ سس ويا أن سم به رع 


فان سم نمع وهو المطلوب 


۴ - برهن انه إذا كانت م وم وم ثلاثة أعداد أساسية وإذا 
کان م حدم و مس ما فان ماحم . 
ال : 
للکن سم و بج و صم المجموعات الشلة لاعداد الاساسة 
مرو ما وم على التزتيب ٤‏ فاستناداً إلى الفرض بوجد جموعتان جزئتان 
غج, و سطس محیٹ : 


۴۲۳ 


التكافق بوجد تقابل سين ا حموعتین 
ع و ص وبا أن رع جمرعة جزب من ,ع فانه بوجد جموعة صرح 
جزثیة من یر گیٹ 2 یرٹ رالتالی سے ہ رہل بقي| أن 
نبرهن انه لا عکن ل ص, أن تكافىء أية جموعة جزذیسة من سیم . 
لنفرض مدقتا أنه يوجد جموعة جزئة من سم » ولتکن سوہ بحيث 
صم یہ سم د سم . عندثذ با أن سم بم ع قانه يوجد جموعة 
کم جزئية من ہے يحيث سے تداع والتالي نہ دق ومذا 
يتنافى مم کون م << مه" وهو الطلوب . 
ور اذا کاس م عدداً ساسا غير محدود و ن عدداً سا 
عدوداً فان مه > ن . 

الل : 

لنفرض أن سم جموعة عثلة ل م وأن .ع جموعة مثلا لات فعندئد 
يوجد فی سم جموعة جزئية مكافئة المجموعة ع (سرم جموعة غير 
نتہہة وم مجموعة ملتہیة ) غير أن المکس غير مکن أي أنه لا یکن 


أن لنحد في رع ال حموعة الملتببة » مجموعة جز 


4 مكافئة لللحموعة غسير 


ار حور دا 


اذا أجذنا الستمر [ ٠٠١‏ ] مثلا ل ر. فعندئذ نع آرے الحموعة 


١ ۱ 

لاوس ۶ الجرثية من الستمز مجموعة قابلة للمد ونکنه لا 
ل ۲ 

عکن للدستمر أن يكافيء مجموعة جزئية من جموعة قابة للمد م إلا لکافا 


۳۳۴ 


المستمر مجموعة قابلة لامد ( حسب الثمرين ۳۰۱ ) وهذا غير كن ومنه 
ينتج أن م. حدر. 

كذلاك إذا آخذنا مجموعة التطبيقات الحقيقية 6 المرفة على الصا 
[ ۱»۰ ] ممثة ل با فإنه يوجد مجموعة جزثیة من مجموعة التطبیقات هذه 
تكافىء المستمر . هذه المجموعة هي التطبیقات الثابتة : 

ری بت لا من عدب 3[ ٠2٠١‏ ] 
ا (س) = 2 u‏ س٥‏ ([۱۰]-ت) 

فکل عنصر من الستمر يقابل تطبیقاً وبالمکس کل تطبيق من المجموعة 
الجزئية التي ذکراھا يقابل عنصراً من الستمر . وبالوقت نفسه لا یکن 
لمجموعة التطببقات ۲ أن تكافىء مجموعة جزئية فن المستمر وإلا ( حسب 
التمرين ۳۰۱) لكان المستمر مكافئا لمجموعة تا وهذا غير ممكن وهو 
المطلوب . 
8 ۰ - اذا كانت ب +< »و ثلاثة أعداد أساسية فاثبت أن : 


نال سا ڪان 


f 


( بت + = )+ د بت +(ح+4) 


الل : 
إذا كانت سم و ع و صم ثلاث مجموعات منفصلة مثنى مثنی مثلة 
للأعداد ب » < ی على الترتيب فان : 
سم رع دع نا سوم 
(میہ ن بج ) ل صہ بم سم ن رع ن ص ) 


الأمر الذي ينتج عنه المطلوب . 


TE 


۰ - برهن أنه إذا کارب م کد ن٤‏ مہ کا یپ حیت 
هې “مي ٤‏ ن ٤ن‏ أعداد أساسية فان : 
م + = ن بن 

الحل : 

لتکن سح سی ۰ع ۱ع أربع جموعات منفصلة مثنی 
مثنی » عثلة للأعداد مې ٤‏ مې ٤‏ ن, » نې على الترتيب . عندثذ يوجد 
حسب الفرض مجموعة ., جزئیة من ع, وجموعة عم جزئية من ع, 
يحيث مہ نہ ع و سوم نه عم . وبا أن الجموعات المذكورة منفصلة . 
فان سے لا سم دع 2 ولاكانت ع 7 51 جزشة 
من لا کې فان مې + مې کد ن + نې وهو ااطلوب . 


¥ برهن أن : 
(١)‏ ". دن = 
P=P+.P )۲(‏ 
حیث ن عدد أساسي محدود . 
ال : 
(۱) لتفرض ۲۱ *... » ۵ ) المجموعة الشلة ل ن ولتفرض 
إن + ۰ + ۰.۰۲ ) الجموعة المثلة ل (. » من الواضح 
أن اجتاع هاتين الجموعتين هو جموعة الأعداد الطبيعية التي قدرتها | . 
(۲) لبرهان القاعدة الثانبة يكفي أن نمثل الحد الأول من الطرف 
الآمن بمجموعة الأعداد الطبيعية الفردية والحد الشافي بجموعة 
الأعداد الزوجية فعندئذ یکون اجتاع هاتين المجموعتين هو مجموعة 
الأعداد الطبيمية التي قدرتها (. . 


Fo 


ران عدر. _(حیث ن عدد أسأسي عحدود) 


ری + ر 
الل : 
نبدأ بيرهان الساواة الأولى : لنعتبر المجموعة [ ٠١١‏ ] مثل الد الأول 
في الطرف الأيمن وااجموعة [ ۲١١‏ ] مثل الد الثاني . أن اججاع هاتين 
المجموعتين هو المجموعة [ .76 ] التي ها قدرة الستمر وهو ااطاوب . 
ولبرهان المساواة الثائیة نلاحظ أن ر. حن + ر. لان المجموعة 
المثلة للطرف الآيمن تكافىء مجموعة جزئية من الحموعة المثلة للطرف 
الأسر . ثم إ۵: ابر در +ر در اذن: 
ر. ھن جر در ومله | ندرا حر 
وبالطريقة نفسها يكن برهان الساواة الأخیرة . 
۳۰ - برهن أنه إذا كانت ب » < »و تلاثة آعداد أسامية فان : 
ب پر سے سے 22 بر تب 
(sSxs)xu=sx(= xw)‏ 
)ت + ) ×روەب ×رو+-حے×ف 
ال : 
إذا كانت سیم وع و صہ ثلاث جموعات منفصة مثنی مشی ملل 
ل ب 4ح و على الترتيب فان : 
سرام × جع بجع × سے 


f 


(سہ×ع ) × رب سم × زع عرصم ) 
( سح رع ) × صہ ےہ ( سے × صہ) ں (رع×صہ) 
ولقد سبق برهان النکافؤن الأول والثاني في النمرین ۲۸۹ » ویبدهن 
على التكافق الثالث بالطريقة نفسہا . ومن هذه التككافؤات ينتج الطلوب 
مباشرة ٤‏ إذا تذکرتا أن العدد الأثاني ا موہ برع هو بت سے 
وأن العدد الأساسي اد رع × صم هو < ,ك وأ المدد الأمامي 
ل مم × اع × صرہ هو ت ...ی 


۰ - برهن أنه إذا كانت مې ومې وش و نې أعداداً أساسية 
وکان 


لتکن سی ٤‏ سہ ٤‏ ے٤‏ اع مجموعات ملا دام ٤ص‏ ) ضف ٤‏ ې 
على القدتیب عندثذ يوجد مجموعة بع جزئية من ع, وجموعة .ع,جزئیة 
ھن کې محیٹ يكون : 


سے × سخ × د × 
اسم × سم | کد اع باع | 


وبالعودة إلى تعریف ضرب الأعداد الأساسية نجد الطاوب . 


{4) ۳۲ 


( ب المدد الحدودہ) 


(۱) نفرض أن 8. مثل بالمجموعة [  ... ٨۳٠۲٠٠‏ فعندثذ يتن 
الجداء , ۰ م. ہجموعة الأزواج المرتبة ( س»2< ) أي بالمجموعة : 
OFA (  )۱۶۱ (‏ 
رم۱ (rr)‏ . 


. (YF) ¢ (1F) 


وهذه المجموعة قابلة للعد کا یبرھن بسهولة . 
(۲) نلاحظ استناداً إلى التمرين السابی أن : 
م. <ن م عد م . مادم 
ومنه ينتج المطلوب . 
۲ - برهن أن: 


( ب المدد الحدود ن ) 


لنفرض أن ۰.۳۲۰۱ ) مجموعة مللة ل م. وأن [٠١١]‏ 
مثلة ل ر. فعندئذ تكون بجموعة الجداء هاتين الجموعتین هي مجموعة 


کھ 


الأزواج ( نس ) حيث ن. عدد طبيمي موجب كيفي و س عنصر 
كمقي من ] [١2٠‏ . فاذا قابلناکل زوج ( ن»س ) بالعدد ن + س فعندئذ 
تكون قد قابلنےا جموعة الجداء الديكرتي ( ن»س ) بنصف المستقم 
(س > ۱) . ونصف الستقم هذا ذو قدرة تساوي قدرة الستمر وهو 
الطاوب . 


(۲) ات : 


(۳) نفرض أن الستمر مثل بالجال ] ٠6١‏ ] عندثذ قتمثل ر. 
پالربم ٠‏ << س < ۱ 6 ۰ <<ع < ١‏ الذي له قدرة الستمر کا 
في رین سابق وهو الطلوب . 


۳۹۹ 


تارا 


۳- ابحث في التقابل بين الجموعتين : 
معدلل ۰۰۳۲ 6 fete‏ 
واستنتج من ذلك تکافؤ المجموعتين . 

ع - برهن أن مجموعة جميع الأعداد العادية ( الوجبة والسالبة 
والصفر ) قابة للعد . 

۵ ۳۱ - ابحث في تكافق جموعتي نقط ضلمين في مثلث . 


- برهن أن جموعة جسع الأعداد الجبرية ( الحقيقية والمقدية ) 
قابلة للمد . 


۷- بتن أن جموعة جميع الأزواج المرتبة (ب»< ) حيث تو < 
عددان صحیحان » قابلة للمد . 


۳۱۸ - عبن قدرة الجموعة له : 
تس 
ك = لس : جب س ١=‏ ۸ س۵ہا) 
۳ 
۹ - هل مجموعة نقط الستقم Hg EE‏ والتي احداثیا كل 
منها عددان صحيحان قابلة العد . 


۳۷۰ 


ا 


۔-١(‎ 


-٣ 


۔-۔٣۳‎ 


“YE 
-٥ 


- 


-۷ 


هل مجموعة نقط القطم ع = والتي احدائيا كل منیسا 
جن 5 
عددان صحبحان قابلة للعد 


برهن انه إذا كان كل من سیم وع مجموعة قابلة العد فان 


المجموعة سم × ع قابلة للعد كذلك . 
يمكن مقابلة الأعداد الصحيحة بالأعداد الطبيعية الموجبة کا بلی: 
Ff ۲ 1١‏ 4{ 8 
یک ۳ -۲ تک 
أوجد التطبيق ٢‏ : ط* م صم الذي يعطي ذلك التقابل 
بين ط* و صم . 
برهن أن قدرة نقاط الکمپ : 
SES SNS Sus.‏ 
هي قدرة المستمر . 
إذا کان م عدداً أساسيا غير حدود فان مك (م. 
برهن أنه إذا كان م ےن (م ون عددان آساسبان ) فإن: 
م. ل‌ج<ن. ل ب العدد الأساسي ل 
م +ل دن بال 
برهن أنه مہا کان العدد غير المحدود م فان : 
(, + مم 
برهن أنه إذا كانت ب مجموعة الأعداد الحقیقبة غير الجيرية 


فان ات در 


۳۷۹ 


1 وس وارشارات 


۳ - هنالك تطبيق غامر ومتبان : مج هارع ١‏ 


ر د ری 


ؤ٤-‏ سبق لا في قرین علول أن و بدا أن مجموعة جميع الأعداد 
العادية الوجبة قابلة العد » فاذا فرضنا إن ٤‏ رې ٤‏ رې ٤‏ ... 
المثوالية الني وضعت وفقہا الأعداد المادية الموجبة فعندئذ 
تکون مجموعة جمیم الأعداد العادية هي : 

سکن اس اک 

الأمر الذي یؤکد قابلة العد للجموعة الطلوبة . 

۵ - الجموعتان متکافنتان لأن هناك تقابلا بين الضلمين ويكفي . 
من أجل ذلك أن نقابل کل نقطة من أحد الضلمين بلنقطة 
التي تفع معپا على مستقم مواز للضلع الثالث . 

: هت (۱»- ۱۱-4۱-۵۳ ] ویکورن‎ FIA 
۶ ا4ا>‎ 

۳ - نسم : النقط المطلوبة هي : 
(6O ¢ (1 )}‏ ¢ )= <=( 6 )¥%4(...{ 


۳۷ 


> )١4١( لاء بل هي منتبية حیث تتكون من الزوجين‎ - ٠ 
. فقط‎ ) ۱-۱ ( 


5 


۱ 
سے + س عندما یکون س فردیا 
۲ 


| -٣۳ 


<Ç 


عندما یکون س زوجيا 


۳۲۵- الجواب واضح لن في كل مجموعة غير منتبية مجموعة جزئية 
قابلة العد . 


۳۷۳۳ 


مقدمة الناشر . 
مقدمة المؤلفين 


ید 
الفصل الأول : مباذىء النطق الرياني 
١‏ - ال حاکمة الرياضية 
۲- القضية الرراضية . 
۴- ساحة القضية الرياضية ۰ 
۽ - أسس الرياضيات - المفاهم والمبادیء 
ه - الحاكة الرياضية والنطق 
- جبر القضايا 
۷- القضایا المركبة الأساسية 4 
۸ - خواص هامة لاربط ب (و) ولاریط ب (أو) 
- الرموز التقديرية 
تمازين عاولة ( ۹~ ۱۳) 
قاری غير محاولة )١8-154(‏ 
أجوبة وارشادات 


الفصل الثاني : الجموعات 


ا مفہوم ا حموعة 
۷ - عناصر جموعة 


نفض 


ب3 
۳ 


۲ ۔ طرق تعيين جموعة 
۳٣۳‏ س المجموعات العددية . 
٤‏ - مفہوم الانتاء 
٥‏ - ال جحموعة ا حالیة 
٦‏ - احموعات المنتهية والجموعات غير ید 
۷ - مخططات فين 
۸ - جماعة جموعات 
۹ - تساوي جموعتين . 
mY‏ نتبحة وو موس 
۱ - المجموعة الجزئية والاحتواء . 
٣۲٢‏ - الاحتواء بالممنى الواسع والاحتواءبالممنى الدقيق 
٣۳‏ - نفي الاحتواء 
4 امموعۃاحالیة و معا جزئىة من وهآ میم 
٥‏ الاحتواء وتساوي ا حموعات 
٦‏ - جموعة أجزاء بموعة 
۷ - المجموعة الكلية 
تمارین محلولة ( ۰-۱4 ) 
ارين غير محلولة ر ۱ - ۲ ) 
أجوبة وارشادات 
الفصل الثالث : العملیات على المجموعات 
۸ س علیة الاجتاع ۲ 
- ملاحظات . ار ار مہ ے 
.م ب اسمّاع عدة جمرعات 
۹ ب خواص عماية الاجماع 5 
۲ - عملية التقاطم 
٣٣۳‏ ۔ ملاحظات 1 


Vo 


41 
to 
4Y 
1۸ 
14 
14 
۱ 
or 
o 
مه‎ 
۹ 
ممه‎ 
۹ 
اس‎ 
٠ 
1r 
۳ 
۷۹ 
Ae 


۰ 
a 
54 
56 
۹۰٠ 
باع‎ 


هم - تقاطع عدة جموعات . . . . ۹۸ 
و۳ - خواص علية لتقاطم . . . ۹۹ 
۳٩‏ - خامتا قابلية التوزیع و کا یی ۱۰۰ 


۴۸~ ملاحظة . ے ے ے ال . ۱۰۳ 
وج - خواص عملية الاقام اھ ہیں 
٠‏ - الفرق بين الجموعتين  ,‏ . . . ۱۰۳ 
)١‏ س ملاس . . . ٠...‏ ۱۰ 
۲و - خواص علية الفرق . ار ١ء٠‏ 
۴و - الفرق التناظري ...ےہ 
يوس ملاحظة . . . و ۱۰۵ 
٤٥‏ خواص علية الفرق التناظري . . ۱۰۷ 
کت سير ا حموعات . . ,. . . ۱۰۷ 


١٠٠١  تاعومجلا مدا الثنويّة (الازدواج)فيجس‎ - ۷ 
١١٢١۰ ٠١ ٠ . )۱۱۷ ٩۴ ( تارين محلولة‎ 


ارين غير محلولة ( ۱۱۸ )۱٥٢۴١‏ ...۸۹٤ا‏ 
أجوبة وارثافاث کی ےج " ہی یہ ے۔ ۱۵۵ 

الفصل الرابع : ال داء الدیکارتی 
۸ - الأزواج الرقیة . . ےا ٣ل‏ 
4“ الجداء الديكارقي E‏ ۵ ,۱۹۴ 


ماقم ی الى و ون 138 
۱ - تثبل الجداء الديكارقي 0 . . . ۱99 
وه خواص الجداء الديكارقي . . . ۹٦۷‏ 
۳م - الجداء الدیکارتی لمجموعة في نفسها . ۱۷۳ 
هوه الجداء الديكارتي لثلاث جموعات 5 ثيل 

1۷۳1 << 5 ) ۱١4 ~٥4 ( ارين علولة‎ 


۳۷۹ 


تارين غير علولة (ہ٦٥‏ - ۱۷۳) . 
أجوبة وارشادات 
الفصل الخامس : العلاقات 

هه - العلاقة الأحادية ( الفردية ) 

٦م‏ - العلاقة الثنائية 

۷ - العلاقة المکسیة 9۳ 

۸ - العلاقات في جموعة   .‏ . 

.ه - خواص الملاقات في جموعة 

6 ترکیب الملاقات - 
قارین علولة ( ۱۷ - ۱۸۹) 
تارین غير محلولة ۱۹۰ -8.؟) 
أجوبة وارشادات 


الفصل السادس : علاقتا التکافو والترتيب 


۱ - علاقة التکافو 
++ - آصناف ( صفوف ) التكافق . 
۳ - علاقة الترتیب 


٦٦‏ - الترتيب الکلي والترتیب بلزني 

۵ - التمشيل السهمي لملاقة الترتيب 
غارین عحلولة ( ۲۱۱-۲۰۳ ). 
ارين غير محاولة ( ۲۳۵-۲۱۷ ) 
أجوبة وارشادات . 

الفصل السابع : التوابع - التطبیقات 
۲ - أمثلة توضيحية 
۳ - مفهوم التابم 


۳۷۷ 


۱۸۰ 
۸۷ 


144 
185 
۱۹۳ 
154 
156 
۳۰۰ 
°۲ 
۲۹ 


رارضا 


rrr 
۳۳۵ 
۲۳۸ 
۳۳۹ 
۲۳۰ 

۳۳ 

۳۹۹ 
Yor 


Yet 
۲۲٢ 


۸ - تماریف واصطلاحات وأ وا ۲۵۷ 


۳۲۵ طرق تسین تیم سے کی کک وا‎ - ٩ 
۲۱۳ ۰ ٠ . . ., انطباق تابعین‎ ۰ 
۲۱۳ ۰ . . 2 .. تساوي ابعین‎ - ۷۱ 
۲۳۹۵ لے مدد تابع ی کی ی مداد ہو‎ ۳ 
۲۹۵ . . . . . مقصور يم‎ ۷۴ 
٢۹۷ ۰ ۷ہ التطببق .امہ ےم ےہ ے‎ 
۲۹۸ ۰ . . التطبيق القترن يتايم‎ - ۵ 
۲۹۸ ۰. .  تاقیبطتلا أنو اع هامة من‎ - ۷٩ 


۳۷۲۳ 5 3 5 5 ۳ التابع العددي‎ ET 
FYE a <s ما التطبيق العددي‎ 
ثفن‎ ١ التابع العددي ذو التحول ا حقیقي‎ 55 
۲۷٢ . لہ أنواع التطبيقات بالنسبة لمستقرها‎ 
٢۸۰ . . . العلاقة المكسية التطبیق‎ - ١ 
۲۸۳ . تر كيب التطسقات  ہے‎ AY 


۸۳ - خواص التطبيقات ...+ مهمو 
تمارین علولة ( ۳۹4-۲۳۳ ) . ۰ ۲۸ 
تمارین غير لول ( NE. ) ۲۸۸ - ۲٢۷‏ 
أجوبة وارشادات . .اال اال . ۳۲۰ 

الفصل الثامن : قدرة المجموعات ( الاعداد الاساسية ) 

۸۶ - تافو احبوعات ےم ہے ۳۲۵ 

وم - ا حموعات المنتبية وا ح|موعات غير ا منتہیة ۳۲۸ 

جم المجموءات القابة العد 5 37 و وف 

۷ - المجموعات غير القاية للعد او اه 

۸ - العدد الأأساسي +٦‏ ۳۳ 

وم - مقارنة الأعداد الأساسية ما ۳۸ 


۳۷۸ 


۰ - جم عددين آساسین 

۱ - ضرب عددین أساسيين 
ارين محاولة ( ۲۸۹ = ۲۱۲) 
ارين غير علولة ( ۳۲۷-۳۱۴ 
أجوبة وارشادات 
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rir 
۳۹:۰ 
۳۹۷ 
۳۷۰ 
۳۷۲ 
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